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PRÉFACE À L'ÉDITION RUSSE 


Le présent ouvrage fait suite au livre, écrit conjointement par 
B. Pasynkov et moi-même, sous le titre Zntroduction à la théorie de 
la dimension: introduction à la théorie des espaces topologiques et 
à la théorie générale de la dimension (désigné [AP] par la suite); 
plus exactement, le livre porté maintenant à l'attention du lecteur 
se présente comme la suite des chapitres 2-4 du livre [AP]. Les 
chapitres indiqués exposent les notions et les propositions élémentai- 
res de la théorie de la dimension; elles seront supposées connues 
par le lecteur *). 

Le point de vue géométrique sur lequel se base le livre [AP], 
et qui y est exposé en détail aux chapitres 3 et 4, trouve son expres- 
sion complète justement dans la théorie homologique de la dimen- 
sion, qui permet de considérer la dimension comme Îl’e invariant 
homologique » le plus élémentaire et apporter à son étude les métho- 
des algébriques les plus simples de la théorie homologique générale 
des bicompacts **) (dans la majorité des cas, des compacts seule- 
ment). Toutefois, je me suis sciemment limité au cadre de la théorie 
homologique élémentaire de la dimension, telle qu'elle fut construite 
en 1928-1932 dans mes travaux [2], [3] et développée ensuite par 
L. Pontriaguine, V. Boltianski, K. Sitnikov et autres, c’est-à-dire 
dans le cadre imposé justement par l’approche géométrique intuitive 
des questions traitées. Il en résulte que le développement algébrique 
de la théorie, effectué dans les travaux de M. Bokstein, E. Dayer, 
V. Kouzminov, I. Chvédov, etc., est resté en dehors de ce livre. 
Un sommaire de ces travaux pourra être trouvé par le lecteur dans 
le mémoire fondamental de Kouzminov [1] que je cite comme une des 
continuations possibles du présent ouvrage. 


*) Le livre [AP] n'ayant pas été traduit en français, nous avons ajouté 
un Supplément dans le but de familiariser le lecteur avec les notions éclaircies 
dans ces chapitres et utilisées ici.— Note du traducteur. 

**) Un espace topologique, non nécessairement séparé, s'appelle bicompact, 
ou quasi-compact, si chaque recouvrement ouvert de cet espace possède un 
sous-recouvrement fini. 
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La classe des espaces étudiés ici sera toujours limitée aux bicom- 
pacts et, par conséquent, nous laissons de côté non seulement les 
espaces normaux généraux (voir Alexandrov [6]), mais aussi, à grand 
regret, l'exposé des profonds résultats de K. Sitnikov [3]-[5] qui se 
rapportent à la théorie homologique des espaces métriques séparables 
de dimension finie (dans le sens classique), i.e. des sous-ensembles 
quelconques d’un espace euclidien. Je recommande avec insistance 
à tous les lecteurs de ce livre les travaux de Sitnikov, comme étant 
parmi les plus importants de ceux qui se rapportent à l’objet de 
notre étude. 

Je passe au sommaire de ce livre. 

Sous l'hypothèse générale de bicompaticité de l’espace, nous 
démontrons seulement le premier théorème fondamental de la 
théorie homologique de la dimension (au $ 1 du chapitre 4 et — sous 
sa forme cohomologique — au chapitre 7). Le chapitre 7 contient, 
pour les bicompacts quelconques, la démonstration. du théorème 
de classification de Hopf et son théorème sur l'extension des applica- 
tions continues. Par suite, nous sommes amenés à donner au chapitre 6 
les fondements de la théorie homologique des bicompacts, y compris 
le théorème sur la suite exacte et le théorème des propriétés homo- 
logiques de la disposition d’un ensemble fermé dans un bicompact. 
Les résultats qui s'y rapportent sont essentiellement contenus dans 
mon article [5], mais leur exposé dans le chapitre 6 (ainsi que le 
chapitre 5 sur lequel se fonde le chapitre 6) appartient en grande 
partie à B. Pasynkov, auquel j'exprime ma reconnaissance chaleu- 
reuse. 

Le quatrième chapitre est le chapitre central du livre: il est 
consacré aux théorèmes fondamentaux de la théorie homologique 
de la dimension des compacts (comme nous l’avons déjà mentionné, 
ce n’est que dans le premier paragraphe de ce chapitre que nous 
donnons une démonstration du premier théorème fondamental dans 
le cas plus général des bicompacts quelconques). Les faits exposés 
dans ce chapitre sont basés, premièrement, sur la théorie homologi- 
que élémentaire des polyèdres et des compacts (exposée en détail 
dans les deux premiers chapitres), deuxièmement, sur la théorie 
élémentaire des applications continues des polyèdres (y compris le 
théorème de classification de Hopf) et sur les éléments de la théorie 
des ensembles enlacés; tout ceci est exposé au troisième chapitre. 
Ainsi, les trois premiers chapitres donnent un exposé systématique 
des éléments de la topologie combinatoire élémentaire des polyèdres 
et des compacts. Il me semble que, malgré le développement ultérieur 
des méthodes algébriques modernes en topologie, la connaissance 
des méthodes de la topologie combinatoire élémentaire, telle qu’elle 
a été forgée dans les travaux de Brouwer, Alexander, Hopf, Lefs- 
chetz et d’autres, pour les polyédres et les compacts, peut toujours 
être, même aujourd'hui, la source de nouvelles approches géométri- 
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ques, en particulier, des problèmes de la théorie homologique de la 
dimension qui ne sont pas encore résolus ; son étude ne me semble 
donc pas superflue. Lorsque je parle des problèmes non résolus de la 
théorie homologique de la dimension, je propose, par exemple, de 
remettre en question la condition de finitude de la dimension (dans 
le sens classique) des compacts considérés et, en particulier, le pro- 
blème suivant: existe-t-il un compact de dimension infinie dont 
certaines dimensions homologiques (lesquelles?) sont finies (ou 
même égales à 1)? 


Prenant en considération l'extrême importance des résultats du chapitre 4 
et le fait que, pour la compréhension de ces résultats, il est tout à fait suffisant 
de n’envisager que les groupes de coefficients discrets, tout en cherchant à rendre 
ces résultats accessibles, nous avons, dans les quatre premiers chapitres, exclu 
du texte principal et regroupé dans des sous-paragraphes imprimés en petits 
caractères (au chapitre 1, n° 7 du $ 2, n°5 4, 9 du $& 4; n° 4 du $ 8; au chapitre 2, 
n° 5 du $ 7et au chapitre 3, une partie du n° 4 du $ 4) tous les renseignements 
qui concernent les groupes de coefficients topologiques (plus précisément, 
R et x). En même temps, dans l’énoncé du théorème de Hopf (chapitre 3) et de 
la majorité des théorèmes du chapitre 4, qui affirment l’existence d’un cycle 
de forme spéciale relativement à tel ou tel groupe de coefficients, nous avons 
inclus les groupes R, x, car ici la topologie du groupe d'homologie ne joue aucun 
rôle. Il est vrai que l’invariance des groupes d’'homologie des polyèdres est 
démontrée auj chapitre 2 seulement dans le sens algébrique, i.e. pour les grou- 
pes discrets. Toutefois, nous démontrons à nouveau, au chapitre 6, l’invariance 
de ces groupes dans le sens plus fort. 


Le Supplément au chapitre 4 contient les remarquables théorè- 
mes de Sitnikov (avec esquisses de démonstrations seulement) con- 
cernant les « ceintures » des compacts de l’espace euclidien. Le plus 
simple d’entre eux est le théorème dit des « sacs » (c'est le cas parti- 
culier en dimension nr — 1 du théorème général des ceintures ; l’autre 
cas extrême du même théorème général est le théorème des obstruc- 
tions, présenté comme résultat principal du $ 5 au quatrième cha- 
pitre). 

Le lecteur aura compris, d’après-les remarques précédentes, que 
le livre présenté à son attention ne prétend aucunement à être un 
exposé complet, et à plus forte raison moderne, de la question trai- 
tée ; au contraire, le livre mérite pleinement le qualificatif d’« old 
fashioned ». 

Le livre peut être abordé par une large catégorie de lecteurs, 
en commençant par les étudiants en mathématiques des premières 
années des universités. Néanmoins, comme il a déjà été mentionné, 
pour comprendre et pouvoir lire avec intérêt ce livre, il faut con- 
naître les notions fondamentales qui se rapportent à la dimension, 
de la manière dont elles sont exposées dans les chapitres 2, 3 et 
dans les sept premiers paragraphes du chapitre 4 du livre [AP] (ou, 
le cas échéant, dans le chapitre 5 de mon livre Topologie combina- 
toire [TC]), savoir dominer les notions telles que complexe simplicial 
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et application simpliciale, nerf d’un recouvrement, etc., et enfin, 
connaître les théorèmes tels que théorèmes des &- (ou au moins des e-) 
applications et le théorème des applications essentielles *). 

En ce qui concerne l'étude ultérieure des travaux plus poussés, 
je ne fais que répéter ma recommandation de s'adresser, d’une part, 
aux travaux de Sitnikov [3] à [5] et, d'autre part, à l’article déjà 
cité de Kouzminov [1] qui passe en revue les résultats acquis sur la 
voie plutôt algébrique. 

En conclusion, je voudrais remercier tous ceux qui, d’une ma- 
nière ou d’une autre, ont contribué à mon travail sur ce livre. 

J'ai déjà exprimé ma reconnaissance à B. Pasynkov. La démons- 
tration du deuxième théorème fondamental de la théorie homolo- 
gique de la dimension (chapitre 4) est essentiellement due à R. Froum- 
Ketkov et à A. Maltsev ; c’est sous la plume de A. Maltsev que la 
démonstration a trouvé sa forme définitive. Je remercie profondé- 
ment V. Zaïtsev pour son aide variée et le soutien qu’il a apporté 
à mon travail, en particulier aux premiers chapitres. 

Le manuscrit en entier a été lu par O. Lokoutsievski et A. Malt- 
sev ; leur lecture a contribué à l’amélioration sensible du texte. 
A. Maltsev a accepté d'effectuer le difficile travail de revision de ce 
livre ; je lui dois un grand nombre de perfectionnements, bien plus 
importants que ceux qu’un auteur est en droit d'attendre d’un travail 
usuel de rédacteur. 

Je remercie chaleureusement tous mes collègues et mes élèves 
cités ici. 

P. ALEXANDROV 


Moscou, octobre 1973 


*) Exposés dans le Supplément (p. 395).— Note du tradueteur. 


CHAPITRE PREMIER 


NOTIONS FONDAMENTALES DE LA TOPOLOGIE 
COMBINATOIRE DES COMPLEXES 


$ 1. Orientation de l’espace R”; 
orientation d’un simplexe 


1. Orientation de l’espace R”. Tout système I = (4, ..., u,) 
de nr vecteurs linéairement indépendants u,, ..., u, d’un espace 
affine R"Ss "appelle base de R” (plus exactement, base de l'espace 
vectoriel associé à l’espace affine R°"). Si deux bases = (U, ... 
... Un) et IT = (v,, ..., v,) sont données, nous supposerons 
données les formules de passage de la première base à la seconde, 
i.e. les formules 


| Uy = Cysly + Cole +... + Cinüns 
Va = Coq + Coole +... + Conln, 


Un = Cnil + Cnole +... +Cnnün. 


(1) 


La matrice C, composée des coefficients c;;, s'appelle matrice de 
passage de la base (u,, ..., u, ) à la base (v,, ..., v,). Cette 
matrice est non dégénérée ; si son déterminant est positif, les bases 
(Uj, - -., Un) et (1, . .., v,) sont dites équivalentes ou de même 
signe (ou de même orientation) ; dans le cas contraire, elles sont dites 
de signe contraire (ou d'orientation opposée). 

On voit facilement *) que cette définition de l’équivalence satis- 
fait aux axiomes de l'égalité (réflexivité, symétrie, transitivité), 
de sorte que l’on obtient une partition de l’ensemble de toutes les 
bases en classes de bases de même signe. Ces classes sont au nombre 
de deux. En effet, les deux bases I = (u,. u, ..., u,) et II — 
= (—u,, U:, ..., U,) ne sont pas équivalentes puisque le déter- 
minant de la matrice de passage de la base I à la base IT est égal à 
—1. Ainsi on a au moins deux classes d'équivalence. Il] reste à dé- 
montrer que chaque base IIT, non équivalente à la base I, est néces- 
sairement équivalente à la base IT. 


*) Voir, par exemple, P. Alexandrowv, Cours de géométrie analytique, 
complété de notions d'algèbre nécessaires (en russe), Moscou, éd. « Naouka », 


1968, chap. 9, $ 1; les raisonnements effectués pour nr — 3 peuvent être généra- 
lisés à n quelconque. 
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Par hypothèse, le déterminant de la matrice de passage de la 
base I à la base III est négatif ; la matrice de passage de II à I a un 
déterminant égal à —1; par conséquent, la matrice de passage de II 
à III (étant le produit des matrices de passage de II à I et de I à III) 
possède un déterminant positif, donc les bases IIT et II sont de même 
signe. 

Ainsi l’ensemble de toutes les bases de R" se décompose en deux 
classes telles que deux bases quelconques appartenant à une même 
classe sont de même signe, tandis que deux bases choisies dans des 
classes différentes sont de signe contraire. 


Remarque 1. On voit facilement (voir l’endroit cité du 
livre AG) que deux bases obtenues l’une de l’autre par transposition 
(i.e. par permutation de deux quelconques des x vecteurs qui for- 
ment la base donnée) sont de signe contraire. 


Remarque 2.Ilest important de noter que si l’on remplace 
dans une base quelconque Ï = (u,, us, . .., U;, . . ., u,) un vec- 
teur u;, par le vecteur Au;, À 0, on obtient une base II = (u,, 
Usy «+ + À, - + -, Un) de même signe que la base I si À > 0, et 
de signe contraire si À 0. (Ceci découle du fait évident que le 
déterminant de la matrice de passage de la base I à la base II est 
égal à À dans le cas considéré.) 


On sait que le système (0; u,, ..., u,) de n vecteurs linéaire- 
ment indépendants w,, ..., u, de l’espace R”, appliqués à un point 
o, s'appelle repère de l'espace R". 

Ainsi, le repère (0; u,,..., u,) est constitué par la base (u,, . .. 

., U,) et l'origine o. 

Deux repères (0; w,..., Un) et (0°; u,, ..., un) sont dits de 
même signe (resp. de signe contraire), si les bases (u,, ..., u,) et 
(u;, ..., Un) sont de même signe (resp. de signe contraire). Par 
conséquent, on a une partition de tous les repères de l’espace R” 
en deux classes composée chacune de repères de même signe, tandis 
que deux repères appartenant à des classes distinctes sont toujours 
de signe contraire. 

Chacune de ces deux classes s'appelle orientation de l’espace R”. 
L'une d'elles (choisie arbitrairement) sera dite positive, l’autre, 
négative. 

L'orientation de l’espace R” est déterminée par le choix d’un 
repère quelconque de cet espace qui sera (de même que tous les repè- 
res de même signe) appelé positif. Il est évident que dans cette défi- 
nition de l'orientation le mot « repère » aurait pu être remplacé 
par le mot « base ». 


2. Orientation du simplexe de dimension x. Soit un simplexe 
T" (géométrique ou abstrait) de dimension nr, n > 1. Ecrivons ses 
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sommets dans un ordre fixe e5, €, - - -, €n. On obtient un squelette 
ordonné (ensemble de sommets) €, e,, ..., e, du simplexe 7”. 

Deux squelettes ordonnés e, €,, . . ., e, et ei,, ei,, - . ., ei, du 
simplexe 7” sont dits équivalents (ou de même signe), si l’on peut 
passer de l’un à l’autre par une permutation paire. Les axiomes 
d'équivalence sont satisfaits par cette définition, et l’ensemble des 
(n + 1)! squelettes ordonnés du simplexe 7” se décompose en deux 
classes ; deux squelettes ordonnés quelconques d’une même classe 
sont équivalents, tandis que deux squelettes ordonnés appartenant à 
des classes distinctes ne le sont pas. Chacune de ces classes s'appelle 
orientation du simplere T"; l’une est dite positive, l’autre négative. 
Si l’orientation positive du simplexe 7” est désignée par t”, l’orien- 
tation négative sera notée — {”". Chaque ordre des sommets e, 
e,, - -., eh du simplexe 7” définit une orientation de ce simplexe 
composée de tous ses squelettes ordonnés équivalents au squelette 
ordonné €, €, - - ., en- Cette orientation sera notée 


1" — (e0€3. . .en). 
Ainsi, si l'on a 
1” — (epes. . . en), 
alors 
— À" — (eicenss-26i): 


OÙ Eigs Eiys - + -» Ein St une permutation impaire quelconque des 
sommets €o, €, - - ., €. Le simplexe T° est désigné par 


[l=l—-# | = ]e ...e, |. 


Jusqu'ici le simplexe 7” était sensé être quelconque, aussi bien 
abstrait que géométrique. Supposons maintenant que 7” est un 
simplexe géométrique de dimension n de l’espace R° de dimension n. 
Chaque squelette ordonné e,, e, . . ., e, du simplexe 7" détermine 
un certain repère de l’espace À”, à savoir le repère d’origine au point & 
et de base 

— —> — ! 
(2) Us — Copé) Ua = Epl2s ...9 Un — Cotn. 


Inversement, soit P un repère de l’espace R” composé de l’ori- 
gine, désignée par €, et des vecteurs uw, U+, ..., U, appliqués à 
ce point dont les extrémités seront désignées respectivement par 
Ejs @os - + + En, de Sorte que 


— — — 
U] — CoË1» Uo — TTL _. Un — Con: 
Le simplexe | ee, ... e, | — T°” s'avère alors déterminé, avec un 


ordre bien défini de ses sommets e,, e,, . . ., e,, de plus le squelette 
ordonné €, €; - - -, € du simplexe 7” détermine précisément le 
repère P d'après la règle indiquée ci-dessus. 
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Ainsi, il existe une bijection naturelle entre tous les repères de 
l’espace R” et tous les squelettes ordonnés de dimension nr situés 
dans cet espace. Montrons que cette bijection conserve les orienta- 
tions, c’est-à-dire que deux squelettes ordonnés de même signe du 
simplexe 7” correspondent à des repères de même signe, et des sque- 
lettes de signe contraire correspondent à des repères de signe opposé. 

Il suffit de démontrer que deux squelettes ordonnés I et II du 
simplexe 7”, obtenus l’un de l’autre par une transposition de deux 
sommets, déterminent des repères Pr et Prr de signe contraire. 

Considérons séparément trois cas. 

Premier cas: on transpose les sommets e; et e; (en sup- 
posant que i << j) tels que i 0 et j 0. Alors, pour les repères 
correspondants Pr = (e; ui, - .., un) et Prr = (eo; ui, . .., u,) 
on à 

Uj —=U;, Uj =U, Us =U, pour SÆ à, j, 


de sorte que les bases (u,, . .., u,)et (u;, ..., u* ) diffèrent d’une 
transposition et les repères Pr et Prr sont donc de signe contraire. 

Deuxième cas: on transpose les sommets e, et e,. Si Pr — 
— (60; Uy, - + +, Un) et Pr = (@; ui, . .., u,), alors 


— | — k = 
u, Ds C1€0) Us . AULE . Un — ATATE 
d'où 
U4 = —Uy, Us = Ua — Uys ces Un = Un — WU. 
La matrice de passage de la base (u,, ..., u,) à la base (u,,... 
., Un) Sera 

—1 0...0 
—1 1...0 
—1 0...1 


Son déterminant est égal à —1, de sorte que les repères sont à nou- 
veau de signe contraire. 


Troisième cas. On transpose les sommets e, et e;, i > 1. 
Considérons les squelettes 


lé 30m ie, 
Il =e;, gs 3 C0 ee En: 
et les squelettes ordonnés auxiliaires 
0 1 
IV = ee sun these, 


On peut passer du squelette IT au squelette I en passant, de proche 
en proche, de II à III, de III à IV et de IV à I. Chacun de ces pas- 
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sages appartient à un des types déjà considérés, de sorte que les 
repères Prr et Pyxx sont de signe contraire, Prr.et P;y de même 
signe et enfin Prr et Pr à nouveau de signe contraire. 

Le résultat obtenu signifie que toute orientation {” d’un simplexe 
quelconque T° = | ee, . .- . e, | définit univoquement une orien- 
tation de l’espace R”"; des orientations opposées du simplexe 7” 
définissent des orientations opposées de l'espace R". 

Inversement, en donnant une orientation de l'espace ÆR”,.0on 
donne une orientation d’un simplexe 7” de dimension n; à savoir, 
l'orientation !{”" — (ee, . .- . e,) déterminée par la condition que 
le repère (eo; Uy,s - « «» Un); OÙ 

—> — —> 
Uy — or Us — ÉpEor + + +5 Un — EoËn) 


appartienne à l'orientation positive de À”. 

Jusqu'ici nous avions pu comparer les orientations (de même 
signe et de signe contraire) des squelettes d’un même simplexe. 
Ayant établi une bijection entre les squelettes ordonnés et les repè- 
res, on peut maintenant comparer l'orientation de deux simplexes 
géométriques quelconques, situés dans un même espace À”; on voit 
qu’il y a une équivalence complète entre la notion de repère et celle 
de schéma ordonné de dimension n#. Plus précisément, les orienta- 
tions {} et 1; des simplexes de l’espace R” sont dites de même signe 
ou identiques (on dit également que les simplexes #; et {; ont même 
orientation) si elles déterminent une même orientation de l’espace R”, 
et de signe contraire ou opposées si elles déterminent des orientations 
différentes de l'espace R*. 

Enfin, soient ?" — (ee, ...e,) et #”—= (ee ...e;) 
deux simplexes orientés de dimension r» de l'espace R°. Il existe une 
transformation affine unique de l’espace R” qui applique les points eo: 
Ejs + + + En respectivement sur les points e&, &, ...,e,:; pour 
l'obtenir, il faut faire correspondre à chaque point Àf de l’espace R” 
le point de l’espace R° qui possède relativement au repère 


, =, or. —> 
l=(e,;e,e,, Co Ce) ... EL En) 


les mêmes coordonnées que le point Af possédait relativement au 
repère 
—> 


— — 
I = (0; Eois 062, - - -; En). 


Puisque la matrice de cette application affine et la matrice de pas- 
sage du repère I au repère II s’obtiennent l’une de l’autre par trans- 
position et ont donc le même déterminant, on a la proposition sui- 
vante : 


Théorème 1. Deux simplexes orientés de dimension n !” = (eve ... 
... en) et 1" = (ee; ...e,;,) de R° ont la même orientation si et 


2—0139 
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seulement si la transformation affine de l’espace R" qui applique les 
sommels Ep; Er + - +» En du simplexe t” respectivement sur les sommets 
e, &,..., e, du simplere t’” possède un déterminant positif. 


Nous dirons que le repère Ï = (0; u,, u+, . .., u,) est appliqué 
sur le repère II — (0°; u,, ...,u,) par une déformation continue 


si pour tout 6, a < 6 < b, il existe un repère 1 = (0°), u9), ... 


., U®) tel que les cobrdonnees de ses éléments (i.e. du Point 019) 


et des vecteurs u®), u®), .. e u®)) relativement au repère Ï sont 


des fonctions continues de 8; en outre, le repère I pour 6 — 
coïncide avec le repère donné I et pour 8 = b, avec le repère IL. 
Comme dans le cours de géométrie analytique (en dimension trois), 
on démontre le 


Théorème 2. Si le repère Ï est appliqué sur le repère 11 par une 
déformation continue, les deux repères appartiennent à une même 
orientation de l'espace R. 


On déduit immédiatement de ce théorème le 


Théorème 2’. Si le simplexe orienté t — LES ss "e) est 
appliqué sur le simplere orienté 1» = (e{°ef” . .. e’) par une défor- 
mation continue (i.e. pour tout 8,a< 8 < b, il crise des points ef, 


e®, ..., e® dépendant de manière continue de 6 et formant pour 
chaque 6 un système indépendant *)), alors les orientations t? et & 
coïncident. 

Ce théorème implique à son tour la 


Remarque 3. Soient #7 —(e; ... ere) et 15 = (ep ... 
... En-16) deux simplexes orientés dont seuls les derniers som- 
mets e, et e, diffèrent, tandis que les autres sommets coïncident et 
sont donnés dans le même ordre. Alors les simplexes {? et { sont de 
même signe ou de signe contraire suivant que les points e, et e, 
sont situés du même côté ou des côtés différents de l’hyperplan R""! 


qui contient les sommets e,, e,, ..., e, 
En effet, si e, et e; sont du même côté de l’hyperplan R"7!, on 
peut obtenir la déformation qui applique (ee, . . . e:-1e,) Sur 


(60€ + - + En-18,) en faisant glisser le point e, uniformément dans 
le temps 0 < 8 < 1 le long du segment e,e,, à partir de son originee, 
jusqu’à l’extrémité e,, et en laissant fixes les autres sommets e,, 
és cs ea: 
Si les points e, et e, sont situés de part et d'autre de l’hyper- . 
— —> 
plan R"1, alors les vecteurs eve, et ee, sont également situés de 


*) Un système de points eo, ..., en de R" sera dit indépendant ou libre 
s’il n’existe pas de plan de dimension n — {1 qui contienne tous ces points.— 
Note du traducteur. 
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— 
part et d'autre de ce plan et, par conséquent, les vecteurs ee, et 
—> — 
—ee, Sont du même côté, de sorte que les repères (&; €e0@, . . . 
—> — — —> + 
er Cp6n-1r Coln) et (ep; 001: - + -» EpEn-1: —E0€n) Sont de même 
— — — 


— 
signe et les repères (eo; eo, - - -» €p@n-1r €o€n) et (eo; €0€r + - - 
——+ ù 


….. CEn-1r Coen) Sont de signe contraire, ce qui signifie à son tour 
que les simplexes (epe; . . - €n-1en) et (69e + - - €n-16,) sont d’orien- 
tation opposée. 

Par la suite nous aurons également besoin de la remarque sui- 
vante. 


Remarque 4. Soit l’hyperplan R”°1 de l’espace R” con- 
tenant deux simplexes de même orientation {1 = (ee, . . . eh) 
et {1 = (ee ...e,-). Soit en outre un point e non contenu dans 
le plan AR". Alors les simplexes (ef"”1) = (eee, ... e,-,) et 
(et'""1) = (eee ... e,-) sont de même orientation. 


Démonstration. Puisqu'une translation laisse inva- 
riante l'orientation d’un simplexe, on peut admettre sans perte de 
généralité que €, = €. 

Prenons maintenant deux repères de l'espace R": I—(e,; u, 
Us, ... Un-1) et Ie); u',u,,...,un_1), où 


—> > — 
u—épe, Uy—Eptys 3 Uni — Eptn-1 ; 
— —> — 


’ , , , , 
U = €, U, — Cols ... Un — Cpln-1- 


Supposons que les bases I, = (u,, ...,u,_,)et IT, = (u,,...,u,) 
de l’espace R"°! sont liées par la transformation 

Uy == Cyqy + Cyollo +... + Ci, niUn-1; 

us = Coq + Cools + ... + Co, niüUn-1) 


Un — Cn-1, UT + Cn-1, ao + ..…. + Cn1, n-1Un-1 


de déterminant positif c. Mais alors les bases (u, u,, . .., u,_,) et 


(u”, u;, ..., u,-) de l’espace R” sont liées entre elles par la trans- 
formation 


u'=u, 
Uy = Cali + Cale +... + Ci, n-AUn-1 
Us = Cosly + Coolle +... . + Co, n-1Un-1 


Un-1 — Cn-4, 104 + Cn-1, eUo +... + Cn1,n-1Un-1) 
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de même déterminant c => 0. La remarque 4 est démontrée. On laisse 
au lecteur le soin de la généraliser au cas de deux points, e, et e, 
situés de part et d’autre ou du même côté de l’hyperplan R7-1. 


3. Orientation du simplexe de dimension nulle. La notion d’orien- 
tation du simplexe de dimension n, introduite dans ce paragraphe, 
n'a plus de signification lorsque 7 — 0. Néanmoins, puisque toutes 
les constructions ultérieures seront effectuées pour #7 > 0, il nous 
faudra introduire, d’une manière qui semblera de prime abord arti- 
ficielle, l'orientation d’un simplexe de dimension nulle. On enten- 
dra par orientation d'un simplexe { = e le point e lui-même auquel 
est associé le nombre +1 ou le nombre —1 (le point e pris avec le 
signe « + » ou avec le signe « — »). 

. L'argument qu’on peut donner en faveur de ce concept est la 


—} 
notion de frontière du vecteur AB considérée comme couple de points 
B et À, dotés le premier du signe « + » et le second du signe « — ». 

Nous verrons dans le paragraphe suivant comment la notion de 
frontière d’un vecieur se généralise à la notion de frontière d’un 
simple xe orienté, qui est fondamentale pour la topologie algébrique. 


$ 2. Coefficients d'incidence ; chaînes ; opérateurs 
À et V; groupes de Betti ; 
complexes cellulaires 


1. Coefficients d’incidence. Soit {” un simplexe orienté et soit 
{1 une de ses faces de dimension nr — 1 orientée de manière quel- 
conque. Le simplexe {” possède un seul sommet e qui n'est pas un 
sommet de la face | {1 | (on l'appelle sommet opposé à cette face). 
Choisissons un ordre quelconque des sommets e,, ..., e, de la 
face | {1 |, qui détermine son orientation {""*. Alors, en commençant 
le numérotage des sommets par e on obtient un ordre bien défini 


e, LE . +. + En 


de tous les sommets du simplexe |!" | et cet ordre détermine soit 
l'orientation {”, soit l'orientation —{" *). Dans le premier cas nous 
dirons que le coefficient d'incidence ({" : t""?) de deux simplexes orien- 
tés £" et "l'est égal à +1, dans le deuxième, qu'il est égal à —1. 


*) L'orientation (ee, ...e,) — +!" ne dépend que de l'orientation du 
simplexe {7-1 = (e,es . .. en) et non de l’ordre des sommets e;, 62, . .., eh 
ui la détermine. En effet, une permutation paire des sommets «;, ...,e; 
éfinit une permutation paire des sommets e, e,, ..., en ( uisque e reste à sa 
place). En vertu de cette remarque, il est correct de” désigner le simplere 

orienté (ee, - . . eh) par (ern-1). 


ts © 
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Autrement dit, le coefficient d'incidence & — ({": {"?) se déter- 
mine à partir de l'équation 
{7 = 6 (ele). 
On a évidemment 


(1) (— A ES) (En ET) 2 (ET 2 mt), 


Supposons en outre que = (ee... en) et 7! = (ee . . - 
.. Ej .. En) OÙ €; signifie que le sommet e; a été omis. On a 
alors *) : 
(4) = (—1), 
de sorte qu'en particulier 


(2) ((@oére2: : -8n) : (E182: En) + (606182: - En) : (8062. « -En)} = 0. 


Considérons maintenant un simplexe de dimension n, ses deux 
faces de dimension # — 1 et une face de dimension nr — 2, commune 
aux deux faces de dimension r — 1 choisies. Choisissons des orienta- 
tions tout à fait quelconques de ces quatre simplexes et désignons- 
les par f", 47", 15 1, {?. Numérotons les sommets de telle sorte 
que l’on ait 


nn à FI=legees.. ent; [#71=1e%...enl; 
Tele Lee En |; eee 3e) 
Démontrons l'égalité 
(3) (ET 2 HA) (RE 2 bn) LE (EM 24) (HE 2 m2) = 


Sans perte de généralité, on peut admettre (4-1: 41?) = +4, 
CHR LT?) — +1. En effet, si au moins une des deux dernières 
égalités n’était pas satisfaite et l’on avait par exemple (477: 1?) — 
— —4; alors on aurait pu remplacer dans (3) l'orientation {5-1 par 
on Us et le premier membre de l'égalité (3) n'aurait pas changé. 
"Ainsi, il suffit de démontrer l'égalité (3) dans le cas (471: 1""*) = 
(177; pa-2) : = 4; mais dans ce cas, vu les notations choisies, on a 


= — (€402. . En)» mr = (epes. . En) 


et + égalité (3) à démontrer se transforme dans l'égalité (2) déjà 
établie. 

Posons maintenant (4: #1) = 0 pour deux simplexes orientés 
t”, 11, lorsque le simplexe | {"”! | n’est pas une face du simplexe 
| # |. Désignant par #1 pour à — 0, 1, ..., n des orientations 
tout à fait quelconques des faces de dimension nr — 1 du simplexe 
| |, nous pouvons écrire l'égalité (3) sous la forme 


(4) 2 (e" : m-1) (41 : 4-2) — 0 
*) Puisque la permutation ejes ... ê; ...e, s'obtient de eve; ... 
se. €j +. €n Par à transpositions (il faut ‘transposer e;j avec e;_1, ensuite avec 


C0 etc.). 
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puisque tous les termes de cette somme, sauf les deux termes cor- 
respondant aux faces {"! et {*-! qui contiennent la face £"”?, sont 
nuls. 

L'exposé ci-dessus contient la démonstration du théorème fon- 
damental suivant : 


Théorème 3. Si X est un complexe simplicial complet *), et | t”" |, 
| #T® | ses simplexes quelconques de dimension respective n et nr — 2, 
alors, en choisissant pour chaque simplexe de dimension n — 1 du com- 
plexe K une orientation t;"' déterminée, on obtient l'égalité (4), où 
la somme s'effectue sur tous les simpleres de dimension n — 1 de K. 


2. Chaînes: opérateur A; groupes d’homologie. La frontière 
At" d’un simplexe orienté {" s'obtient en attribuant à chaque face 
11 d'orientation arbitraire en qualité de « poids » son coefficient 
d'incidence (£” : 15 *). Plus exactement, la frontière se définit comme 
l'expression algébrique formelle suivante: 


(5) - Att= D) (sat) get, 
TT) 


où l'on prend la somme sur toutes les n + 1 faces de dimension 
n — 1 du simplexe f”", munies d’orientations quelconques. En par- 
ticulier, si £" — (ee, . . . e,) et #7! = (e, ... e; ... e,), alors 


At= D (— 1). 
4=0 


La frontière d’un simplexe orienté est un cas particulier de la notion 
générale fondamentale de la topologie combinatoire — celle de chaï- 
pe : une chaîne de dimension r (r-chaîne) d’un complexe X se définit 
en affectant à chaque r-simplexe orienté {{ un coefficient entier, ou 
« poids », soumis à la condition suivante: si le simplexe { est af- 
fecté du poids a;, alors le simplexe — f? doit être effectué du poids 
— a;. Autrement dit, une r-chaîne est une fonction à valeurs entières 
définie sur l’ensemble de tous les r-simplexes orientés du complexe 
donné À, soumise à la seule condition : ses valeurs sur deux orien- 
tations opposées d’un même simplexe du complexe X sont égales en 
valeur absolue mais de signe contraire. Considérons une r-chaîne 
zx” du complexe X. Supposons choisie, pour chaque r-simplexe | #7 | 
de ce complexe, une certaine orientation notée ti; désignons par a;. 
la valeur de la chaîne x” sur le simplexe {} ; en affectant cette valeur au 


simplexe {?, on peut écrire la chaîne x” sous la forme z° = Da;t{; 
î 


cette notation, qui ressemble à celle d’une forme linéaire, exprime 
seulement le fait que la fonction x’ prend la valeur aï sur le simplexe 


*) Voir Supplément.— Note du traducteur. 
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1; on traduit ce fait en disant que le simplexe ti figure dans la chaîne 
x” avec le coefficient a;. Cette notation est motivée par les considé- 
rations suivantes. Une chaîne qui prend sur le simplexe orienté t{ 
la valeur 1 et s’annule sur tous les autres simplexes s’identifie natu- 
rellement avec le simplexe orienté 47; il est naturel d'écrire x — 
— {;. Mais alors la chaîne qui prend sur {% donné la valeur a; et 
s’annule sur les autres simplexes doit être notée par a;tf, tandis que 


la chaîne qui prend sur chaque tf la valeur a;, par 2° — Diaiti. 


On peut ajouter les chaînes comme des formes linéaires; pour 
cette opération les r-chaînes du complexe X forment un groupe dé- 
signé par L’K et appelé groupe des r-chaînes du complexe X. 

Nous pouvons maintenant dire que la frontière d'un r-simplezxe 
orienté t” du complexe Æ est une (r — 1)-chaîne Af” qui prend sur 
chaque (r — 1)-simplexe orienté {”"! du complexe X une valeur 
égale au coefficient d'incidence (£”: {”-?), pour r > 1. Par définition, 
la frontière du simplexe de dimension zéro est nulle: Af = 0. 


Pour chaque chaîne x” — ait; du complexe X, la frontière Ar” 
se définit comme une (r — 1)-chaîne donnée par la formule 


Az =- D a; At: . 
Cela signifie (selon la formule (5)) que 
Az = à bit” 1 
J 


où b;=— ACER Evidemment. pour deux chaînes zx, zx; 


on à 
À (ri + 22) = Ari + Am, 


de sorte que À est un opérateur linéaire qui définit un homômorphis- 
me du groupe L’X de toutes les r-chaînes du complexe Æ dans le 
groupe L'-1X de toutes les (r — 1)-chaînes du même complexe *). 
Le noyau de cet homomorphisme est le sous-groupe Z’X du groupe 
L'K consistant de toutes les chaînes de frontière nulle ; de telles chaài- 
nes s'appellent cycles, le groupe Z’K s'appelle groupe des cycles du 
complexe K. L'image du groupe L’K par l’homomorphisme A est 
un sous-groupe H""'X (du groupe L'!K) consistant de toutes les. 
(r — 1)-chaînes z"! du complexe X qui sont les frontières de cer- 
taines r-chaînes du même complexe. De telles chaînes z”-! sont dites 
homologues à zéro dans K ce qu’on écrit : z7! — 0 dans X. La nota- 
tion z'-! + 0 dans X signifiera naturellement que le cycle 27! n'est 
pas homologue à zéro dans X. 


*) On peut inclure le cas r — 0 dans le schéma général, en supposant que 
Je groupe L'KÆ est défini pour tous les r entiers, même négatifs: on le suppose nul 
(i. e. consistant du seul élément zéro) si Æ ne contient pas de simplexes de dimen- 
sion r. Nous nous servirons par la suite de cette remarque sans mention explicite. 
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Montrons que les chaînes homologues à zéro dans le complexe X 
sont toujours des cycles, i.e. que le groupe H""!Æ défini comme un 
sous-groupe du groupe L”"!X est effectivement un sous-groupe du 
groupe Z’"!X. Il suffit évidemment de démontrer que la frontière 
d’une chaîne quelconque zx est un cycle, ou autrement que 


(6) AAÂz = 0 


quelle que soit la chaîne x. Il suffit de démontrer la formule (6) 
dans le cas où la chaîne consiste d’un seul simplexe orienté x = t”; 
cela s'effectue par un calcul facile, en appliquant la formule (4): 


AA=AÏD(E IH) =D: T')A = 
= (CES) >» CRE ne T'ES 
è J 


1.€. 
AAt — > dit;”*, 
] 


dj= D: 1) 187") =0, 


ce qu’il fallait démontrer. 

Le groupe quotient Z'X — H”'K s'appelle A-groupe de dimension r 
du complexe K, ou groupe d’'homologie de dimension r; nous le note- 
rons A’X. Le rang du groupe A’X s'appelle nombre de Betti de dimen- 
sion r du complexe X.. Mu 


Remarque 1. Chaque chaîne de dimension zéro est un cycle, 
par conséquent L°K = Z°K, et le groupe A°X est le groupe quo- 
tient ZL°K — HX. 


3. L'opérateur V; groupe de cohomologie. L'opérateur À était 
autrefois appelé opérateur frontière inférieur. En même temps, un 
rôle fondamental en topologie combinatoire est joué par l'opérateur 
frontière supérieur, ou opérateur V, découvert indépendamment par 
A. Kolmogorov et J. Alexander en 1934. La définition de l’opére- 
teur V est tout à fait analogue à celle de l’opérateur À : pour un sim- 
plexe orienté t{” du complexe X, la chaîne Af” avait été définie comme 
la chaîne de dimension r — 1 prenant sur chaque simplexe orienté 
t’-1 de dimension r — 1 du complexe X une valeur égale au coef- 
ficient d'incidence (t”: {’-!). D'une manière analogue, la cofrontière 
VE du simplexe 1” se définit comme la chaîne de dimension r + 1 
qui prend sur chaque simplexe orienté {”*! de dimension r + 1 du 
complexe X une valeur égale au coefficient d’incidence (4**: £”) *). 


*) Si le complexe X ne possède aucun simplexe de dimension r + 1, on pose 
Vt7 égal à zéro comme précédemment. 
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Pour chaque chaîne x” = D'aitï la chaîne Vzr’ («cofrontière» ou 
« V-frontière » de la chaîne x”) se définit comme la chaîne 


Vz = D aiVti, 
n 
ce qui signifie 
"1 Vz' = >» bntr"!, 
À 


bn = > OMETALT 


La chaîne x s'appelle cocycle ou V-cycle si Vr = 0; la chaîne x 
est dite ‘cohomologue à zéro (ou V-homologue à zéro) dans K, si elle 
est la V-frontière d'une chaîne (de dimension égale à celle de x 
diminuée de un) du complexe Æ ; de même que dans le cas des homo- 
logies, on écrit z — 0 pour les chaînes cohomologues à zéro. À nou- 
veau on vérifie par un calcul facile que 


VVz = 0, 


i.e. que la V-frontière d’une chaîne quelconque z est un cocycle *). 
Ainsi, le groupe Z$X de tous les cocycles de dimension r du complexe 
K contient le sous-groupe A?$K de tous les cocycles cohomologues à 
zéro dans Æ ; ce sous-groupe est l’image du groupe L’"!'Æ par l’ho- 
momorphisme Y dont le noyau est le groupe Z5"!X. Le groupe quo- 
tient ZX — H5K est désigné par V’K et s'appelle V-groupe de di- 
mension r du complexe K (ou groupe de cohomologie de dimension r du 
complexe K). 


Remarque 2. De même que dans le cas des groupes d’homo- 
logie, où il était naturel de considérer séparément le cas r = 0, 
pour les groupes de cohomologie on considère naturellement le cas 
r — n, lorsque le complexe Æ possède des simplexes de dimension nr 
et n’a pas de simplexes de plus grande dimension. Dans ce cas, toute 
la chaîne de dimension nr dans XÆ est un cocycle, i.e. L'K = ZX, 
et alors V"ÆX = L'K — H°$K. 


Les groupes d'homologie et de cohomologie d'un complexe cons- 
tituent ce qu’on appelle groupes de Betti. 


+) En effet, Vvir=v D (fist D (lime DS x 
î î TR 
X (PT ser) (ES 2) GE D ft, où de D (Rte: er F1) (ET 2 gr) = 0 
R î 


d’après la formule (4). 
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&. Complexes cellulaires. Les constructions algébriques introdui- 
tes ci-dessus se basent sur deux concepts: l'orientation et le coef- 
ficient d'incidence. Mais ces deux concepts peuvent être définis non 
seulement pour les simplexes, mais aussi par exemple pour des po- 
lyèdres convexes quelconques, ainsi que dans d’autres situations im- 
portantes (voir par exemple le $ 8 du présent chapitre). 

Pour inclure tous les cas particuliers possibles qui permettent la 
construction de théories tout à fait identiques, la notion plus géné- 
rale de complexe cellulaire a été proposée par A. Kolmogorov en 
Union Soviétique et par A. Tucker aux Etats-Unis. 


Définition. On appelle complexe cellulaire K un ensemble 
d'éléments de nature quelconque, appelés cellules *), satisfaisant 
aux conditions suivantes: 

1. A chaque cellule correspond un entier non négatif, appelé 
dimension de cette cellule (désigné par un indice supérieur). 

2. Pour chaque cellule, il existe une cellule unique de même 
dimension, appelée cellule opposée ; le passage d’une cellule donnée 
à la cellule] opposfe s'effectue en lui attribuant le signe « — »; et 
l'on a — (—#7) = 1” pour toute cellule f. 

3. A chaque couple de cellules £” et {7 de dimensions voisines 
correspond un nombre désigné par ({”:1"-!) et appelé coefficient 
d'incidence de ces cellules; on suppose que les coefficients d’inci- 
dence sont soumis aux conditions suivantes: 


(a) (—2 2 = (fs at) = (rat), 


{b) Soient £” et {"* deux cellules quelconques de dimension r et 
r — 2; et soit un couple de cellules opposées arbitraires de dimen- 
sion r — 4 désignées l’une par t{ ! et l’autre par —+#?!; alors, 


DE: ) (4 2472) = 0. 
Li 


5. Groupes de Betti d'un complexe cellulaire. On peut définir, 
dans tout complexe cellulaire, les chaînes de dimension r comme 
étant des fonctions (définies sur l’ensemble de toutes les cellules de 
dimension r du complexe cellulaire donné) impaires, i.e. prenant des 
valeurs opposées sur les cellules opposées de dimension r. Une chaï- 
ne est dite entière si (comme on le supposait jusqu'alors) ses valeurs 
sont des nombres entiers. Plus généralement, on peut se donner un 
groupe abélien % quelconque (noté additivement) et appelé groupe 
des coefficients; alors les chaînes de dimension r (relativement au 
groupe de coefficients A) seront des fonctions 2” à valeurs dans le 


*) Les cellules sont analogues aux simplexes orientés. En topologie algé- 
brique moderne, l'expression « complexe cellulaire » ou « CW-complexe » est 
employée dans un sens tout à fait différent, qui n’interviendra pas dans le pré- 
sent ouvrage. 


$ 2 GROUPES DE BETTI;, COMPLEXES CELLULAIRES 27 


groupe A, définies sur l’ensemble de toutes les cellules de dimen- 
sion r du complexe cellulaire donné et prenant des valeurs opposées 
sur les cellules opposées. Nous supposerons que dans chaque couple 
de cellules opposées l’une est notée t; une fois pour toutes et l’autre, 
—1%. Ayant désigné la valeur de la chaîne x” sur la cellule t? par a;, 
nous écrirons cette chaîne sous la forme 2” — D a;t}. Relativement à 
l'addition, les r-chaînes d’un complexe cellulaire X forment un 
groupe désigné par L’ (ÆX, X) (ici À est le groupe des coefficients ; 
on l’omet souvent). 

On appelle A-frontière Af (respectivement V-frontière V{’) 
d’une cellule #” la chaïne entière de dimension r — 1 (resp. r + 1) 
dont la valeur sur chaque cellule {"? de dimension r — 1 est égale 
à (1:11) (resp. égale à .({*!:17) sur chaque cellule £”*! 
de dimension r + 1): 


At — 2 (se Et gr = 2 (CHE OT RS 


% 


On peut ensuite définir, pour chaque chaîne 2 — D a;lf à coeffi- 
cients dans le groupe A, la A-frontière Az” — D'a,At! et la V-fron- 
î 


tière Vz’ = D'a;Vt'; en outre, d’après la propriété (b) des coeffi- 
îi 


cients d'incidence, on a de nouveau AAz° — 0, VVYzx" = 0. Par con- 
séquent, de même que pour les complexes simpliciaux, on obtient 
les groupes 


ZA (K, 4) = HA (K, À) et Ze (K, A) = HV (K, A) 
de cycles et de cocycles, ainsi que les groupes de cycles et de cocycles 


homologues à zéro dans X. Les groupes d'homologie et de cohomologie 
(groupes de Betti) se définissent comme les groupes quotients 


ATK, A)=ZA(X, A)— HA (K, A), 
V'(K, A)=Zv(K, A)— Ho (K, À).*) 


Remarque importante 3. Dans plusieurs situations, 
il est essentiel et commode d'envisager le produit scalaire de deux 


chaînes x° — 2 a;itiet y — 2 b;ti de même dimension du complexe X, 
défini comme 


(x, y”) = à aib;. 


Cette formule! naturelle est applicable dans les cas suivants: pre- 
mièrement, si À est un anneau et la chaîne x”, ainsi que la chaîne y, 


*) Par la suite, nous omettrons souvent les indices À et V, la notation du 
is de SAMIGIEnRS et même le COPIE X lorsque ceci ne prête pas à con- 
usion | 
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est une chaîne à coefficients dans À ; deuxièmement, lorsque 4 est 
un groupe abélien quelconque et y” une chaîne entière (en particu- 
lier, la valeur de la chaîne zx’ € L’ (K, %) sur la cellule £” peut tou- 
jours être notée sous forme de produit scalaire (z”, £”), notation dont 
nous nous servirons constamment) ; troisièmement, si le groupe des 
coefficients S de la chaîne y” et le groupe I de la chaîne 2” sont 
des groupes duaux dans le sens de la théorie des caractères de Pon- 
triaguine *) et, par conséquent, chacun des termes a;b; est défini 
dans le sens de cette théorie. 
On établit naintenant sans difficulté la relation 


(7) (7, VyT) = (4x, y), 


qui exprime la dualité **) des opérateurs À et V (dans chacun des 
trois cas des groupes de coefficients envisagés). 

L'identité (7) se vérifie immédiatement dans le cas particulier 
x =t,y"! = 1"! : les deux membres de l’égalité (7) ne sont autre 
que le coefficient d'incidence ({’: tt). Le cas général de l'égalité 
(7) découle facilement du fait que les deux opérateurs A et V sont. 
linéaires. . 


6. Remarque sur les sous-complexes ouverts et fermés. Deux 
cellules £” et t"! de dimensions voisines r et r — 1 sont dites inci- 
dentes. entre elles dans un complexe cellulaire donné si le coefficient 
d'incidence ({”: tt) n’est pas nul. L'ensemble X, = Æ s'appelle 
sous-complexe ouvert (fermé) du complexe cellulaire XÀ si pour cha- 
que cellule {€ K, le sous-complexe contient, premièrement, la 
cellule opposée —{” et, deuxièmement, chaque cellule {€ X 
(resp. chaque cellule {€ X) incidente à la cellule {”. Il est évident 
que si À est un sous-complexe fermé de X, alors le sous-complexe 
K\X 4 est ouvert et inversement. On démontre tout aussi facilement le 


Théorème 4. Chaque sous-complexe ouvert (fermé) K, d'un com- 
plexe cellulaire K est un complexe cellulaire (si pour tous les éléments 
de K, on prend la dimension, la relation d'opposition et les coefficients 
d'incidence comme dans K). 


En effet, il suffit de vérifier que dans X, on a l'identité 
D (":41) (HT: 172) = 0 
pour deux cellules £”, 1"? quelconques de X,. Mais il découle de la 


définition du sous-complexe ouvert (fermé) que dans la somme con- 
sidérée les termes non nuls seront les mêmes que l’on prenne cette 


) Voir le Supplément à ce chapitre qui peut être abordé dès maintenant. 
*+) Pour la définition de la dualité des opérateurs cf. $ 4 de ce chapitre. 
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somme sur tous les *) £7' € X ou seulement sur tous les #7! € X,; 
mais puisque la première somme est nulle (Æ est un complexe cellu- 
laire), la deuxième l’est aussi. 

Une application importante de ce théorème est donnée par le 
fait suivant. L'ensemble de tous les simplexes orientés d’un sous- 
complexe ouvert quelconque d’un complexe simplicial complet est 
un complexe cellulaire. Nous dirons tout simplement qu’un sous- 
complexe ouvert d'un complexe simplicial complet est un complexe 
cellulaire. En particulier, toute pseudo-variété ($ 7), étant ouverte 
dans son adhérence combinatoire, est un complexe cellulaire. 


7. Le cas des groupes de coefficients topologiques. Nous allons montrer 
comment on peut introduire une topologie dans le groupe de Betti à coefficients 
dans un groupe topologique. L'importance fondamentale de ce fait apparaît 
déjà au Supplément au présent chapitre où, à l’aide de la théorie de la dualité 


de Pontriaguine, nous établirons la dualité des groupes topologiques AP(K, {) 


et VP(K, 8) du complexe K, lorsque les groupes des coefficients sont duaux. 
Puisque dans la suite nous aurons seulement affaire à des groupes de coef- 
ficients bicompacts **) (le groupe d'homologie relativement au groupe R des 
réels sera envisagé, mais sans topologie), nous nous limiterons ici à ce cas. 
Soit Æ un complexe cellulaire fini, { un groupe abélien discret ou bicom- 
pact. Le groupe LP(Æ, X{) est algébriquement isomorphe à la somme directe 
de nr exemplaires du groupe %, où 2n est le nombre de cellules de dimension p 
du complexe Æ. Il est aussi naturel, pour un groupe de coefficients bicompact, 


de considérer L’(K, %) comme une somme directe de groupes topologiques. 
ñn 
Autrement dit, le voisinage d’une chaîne æ — d'ati € LP(K, X) se définit 
i—1 
par un voisinage U du zéro du groupe Y et se compose de toutes les chaînes 
n 
zx — J'aiñ telles que a; — ai € U pour tout t. Le groupe L? (K, U) s'avère 
di . 
être discret pour un groupe de coefficients discret et bicompact pour un groupe 
de coefficients bicompact. | 
Les sous-groupes HY (K, 4) = HY, HP (K, W = HE, ZY (K, 0) = Z\. 
Z® (K, %) = 2? héritent leur topologie de LP(K, Y) = LP. Pour pouvoir envi- 
sager les groupes quotients 
P ee er > PrF _ 7P _ 
AP(K, U)=2P — HP; VP(K, U)=2Z? —H? 
il faut montrer que ces quatre sous-groupes sont fermés. Les groupes LP, 


p = 0, 4, ..., étant bicompacts, il suffit pour cela de vérifier la continuité 
des homomorphismes 


A:LP*1 + LP, 
V:LP-1 LP; 


*) Jci, comme nous l’avons déjà indiqué, une cellule quelconque, notée 
1-1, a été choisie dans chaque couple de cellules opposées de dimension n — 1. 

**) Un espace topologique non nécessairement séparé s'appelle bicompact ou 
quasi-compact si chaque recouvrement de cet espace contient un.sous-recouvre- 
ment fini.— Note du traducteur. 
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les groupes H%, H% seront alors fermés en tant qu'images continues de bicom 


pacts, et les groupes Z£, Zb en tant qu Rage inverses d'un point. 
Remarquons également que, vu l’homogénéité des groupes topologiques, il 
suffit de vérifier la continuité pour l'élément zéro. 
Ainsi, soient U un voisinage quelconque de zéro dans { et Ou le voisinage 


de zéro qu'il définit dans le groupe L?. 11 faut trouver un voisinage V dans 4 


tel que le V-voisinage Ov de zéro du groupe LP*" soit le voisinage Oy pour image 
par l'opérateur A. Pour cela, il suffit de prendre pour V un voisinage symétri- 
que de zéro dans Y tel que mV = U, où 2m est le nombre de cellules de dimen- 


m 
sion p + 1 du complexe X. En effet, pour zP*l — DT EOyona 
j=1 


Li m 
Azpti— 2 [ D b;(7!:#)] 4€ Ov, 
= J—= 
puisque 


m 
2 bj(tPfl:@)EmVeU. 
2= 
L& continuité de l’homomorphisme V se vérifie d’une manière analogue. 


$ 3. Opérateurs d’inclusion 
et d’intersection *) 


Soient À un complexe cellulaire et € = X son sous-complexe. 
Nous dirons que la chaîne 2° € L’(K, {) est contenue ou située dans 
Le sous-complexe C si elle s’annule sur chaque cellule {” € X XC. Ainsi, 
soit C = X. Définissons l'opérateur d'intersection JC et l'opérateur 
d’inclusion E£. L'opérateur d'intersection JÉ fait correspondre à 
chaque chaîne 2° € L’(K, A) une chaîne JËx € L'(C., X) du 
complexe C, qui prend sur chaque cellule de C la même valeur que 
la chaîne zx”: si la chaîne x” est écrite comme une forme linéaire 2° — 
= >, ait, il faut, pour obtenir la chaîne JËx, conserver dans cette 
forme linéaire seulement les termes qui correspondent aux| éléments 
du sous-complexe C. La chaîne JGx" sera appelée morceau de la chaîne 
z' contenu dans C. Il est évident que l'opérateur JË pour chaque r 
est un homomorphisme du groupe L’ (X, %) dans le groupe L” (C, À). 

L'opérateur d'inclusion E% fait correspondre, par définition, à 
chaque chaîne 26 € L’(C, A) du complexe C une chaîne EXre — 
— 27 du complexe X, égale à la chaîne x& sur tous les éléments 


*) Ces opérateurs ont été introduits par P. Alexandrov dans la 
Théorie générale de l'homologie, Notes sci. de l’Université de Moscou, 1940 (tra- 
duction anglaise dans Trans. Amer. Math. Soc. 49, 1, Jan. 1941, p. 41-105, sous 
le titre General Combinatorial Topology, p. 65). Ces opérateurs, sous le nom d’'ho- 
momorphismes naturels, sont également considérés dans le livre de W. Hure- 
wicz, H Wallman, Dimension Theory, paru à la fin de l’année 1941. 
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{EC et nulle sur tous les éléments du complexe À X C. Autrement 
dit, la chaîne Ex est une chaîne du complexe X contenue dans ce 


qui coïncide sur C avec la chaîne rc. Il est évident que l'opérateur E£ 
est un monomorphisme du groupe L’ (C, X) dans le groupe L” (X, X). 
Pour chaque chaîne xç du complexe C on a évidemment JC CEKzc= 
= zç, alors que pour une chaîne x du complexe X l'égalité Æ CJÉT — 
— zxest satisfaite si et seulement si la chaîne x est contenue dans C. 


Pour tout sous-complexe C = X, les opérateurs E$ et JE sont 
duaux en ce sens que 
(+) (Ekae, vx) = (x6, JCux) 
pour des chaînes quelconques x6 du complexe C et yxk du complexe X 
(sous l'hypothèse que les groupes des coefficients admettent un pro- 
duit scalaire). 
Il suffit de vérifier la formule (+) dans le cas particulier où zC — 
— test une cellule du complexe C (le cas général se réduit à ce cas 


particulier, puisque les opérateurs E$ et Jé sont linéaires). Mais 
dans notre cas particulier (EX, yx) et (fc, JEUX) sont égaux à 
la valeur de la chaîne y% sur la cellule éc. 


Théorème 5. Pour tout sous-compleze A  K fermé, l'opérateur Ek 
commute avec l'opérateur À, i.e. on a 
(Lux) AERza = EkAata *) 
pour chaque chaîne za € L’(K, À), et l'opérateur J À commule avec V, 
l.e. on a 
(1 av) Vad Az = JiVr 
pour chaque chaîne x € L'(K, A). Pour tout sous-complexe ouvert 
G = K, l'opérateur JA commute avec l'opérateur À, i.e. 
(1ca) AcJ&z" — JÉAr 
pour chaque chaîne x° € L'(K, À), et l'opérateur E% commute avec Y, 
L.e. 
(cv) VEKr6 = EXV6tG 
pour chaque chaîne xG € L' (G, YA). 

Démontrons, par exemple, les égalités (1,4) et (1 4v). 

Pour cela il faut démontrer que les chaînes formant les deux 
membres de ces égalités prennent la même valeur sur chaque cellule 


(de dimension appropriée) du complexe X (resp. du complexe À). 
Démontrons-le dans le cas (1,4). Notons tout d'abord que cha- 


cune des chaînes AEËr\ et EX$A AtA est contenue dans À. Ceci est 
*) Nous désignons naturellement par A, la restriction à L'(4, Y) = 


= Lr(K, U) de l'opérateur A, défini sur L'(K, U). L'opérateur V, est défini 
d'une manière analogue. 
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évident pour la chaïne E$A ATA; la chaîne AEËxA est contenue dans 


A, puisque ce sous-complexe est fermé *). Il reste à démontrer que 
pour toute cellule 14€ À on a 


(2) (AEKzA, t si Fe (EXA az A, 


Mais cette égalité se déduit du fait que ses deux membres sont égaux 
à la somme D (f: #1) (z”, t”) calculée sur tous les {” € À. 

La formule (1 4v) se démontre comme précédemment : on montre 
que les deux chaînes sont contenues dans À et prennent sur chaque 


% 


élément {€ À une même valeur, à savoir DONS 7) (z”, à), 


i 
où l'on calcule la somme sur tous les !” incidents à la cellule {%! 
(toutes ces cellules appartiennent au sous-complexe À puisqu'il est 
fermé). 
Les formules (144) et (1cv) se démontrent à l’aide de raisonne- 
ments analogues. 


Remarque 1. Des exemples simples montrent que pour un 
sous-complexe fermé À = Æ et un sous-complexe ouvert GS X 
l'opérateur JŸ ne commute généralement pas avec A ni l'opérateur J# 
avec V. Nous avons néanmoins le fait suivant, qui nous servira par 
la suite : 

Soit une chaîne x° € L’K contenue dans le sous-complexe fermé 


À = K (resp. dans le sous-complexe ouvert G = K). Alors JKAT = 
— AJÉT (resp. JÉVz" = VelËéz). 
La démonstration peut être laissée au lecteur. 


Remarque 2. Soit G un sous-complexe ouvert du complexe À 
et x une chaîne du complexe À dont la frontière est contenue dans 


A — K X G. Alors la chaîne Jéx est un cycle du complexe G. En 
effet, 


AcJËz = JÉAz = 0. 


Remarques. Soit À un sous-complexe fermé du complexe X 
et supposons que, pour un certain r > 1, les groupes A’X et A7-14 
s’annulent. Alors, pour G — À NX À, le groupe A’G est également 
nul. 


*) En effet, (AEËz", tr-1) = >» (er : er-1) (Efz, t"); mais chaque 
t'EK 

terme de cette dernière somme S'annule lorsque t"-1€ K'X À, de sorte que 

pour (4 :47-1) 0 ettr1€K\X À on a la relation {"€EK A (le complexe 


XX À étant ouvert) et donc (E£r° nr #7) =0. 
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Démonstration. Soit zG un cycle du complexe G. Alors 
on déduit du théorème 5 les égalités 


JÉAE%z = AcJé Eee = Acze =0, 


qui signifient que le cycle &! — AE%z% est contenu dans A. D'a- 


près notre hypothèse AT!A = O0, il existe une chaîne y € L'A de 
frontière c’-! telle que 


vi = ERJ Avi = E; RA Aya = AERyA. 


. G À ; 
La chaîne uw” — Exzc — EKXyA du complexe Æ est un cycle, car 
Au = vtt 0, 


Mais, par hypothèse, A’X == 0, donc il existe une chaîne z'"*! € ZL'*X 
avant pour frontière u’. Appliquant à nouveau le théorème 5 on 
obtient | 

26 Jéu-- JÉ Art = A JËztt, 


i.e. 2 — Ô dans G, ce qu'il fallait démontrer. 
Cette remarque est un cas très particulier d’un théorème général 
important qui sera démontré dans le chapitre 3. Nous avons consi- 


déré ici ce cas particulier puisque nous en aurons besoin pour l’étude 
d'un exemple élémentaire du $ G. 


Remarque 4. Soit un sous-complexe ouvert G (un sous- 
complexe fermé À) du complexe ÆX. Alors, pour toute chaîne xG € 
€ L'G (resp. x € L’A) on a 


(3) JGAEKTG = AcrG (JA VERT A = VarA). 


11 suffit de démontrer la première formule (3) ; la seconde se démontre 
d'une manière analogue. Il est évident que l’on peut se restreindre 
au cas z6 — (G: 
At D (giert)ai th D (G:urt)ert, 
LT 1 1EG LT I ERNG 
JÉAG= D) (titi) Ale, 


ce qu'il fallait démontrer. 
Des faits particuliers que nous venons de démontrer, à savoir 
AczG = 0 (resp. VA1zxzA = 0) nous pouvons déduire la 


Remarque 5. Si zG est un cycle du sous-complexe ouvert 
G = K (resp. si z1 est un cocycle du sous-complexe fermé 4 = KX) 
et G = K *. À, alors 


JGAEX:G=0, JÂVEKza = 0, 


i.e. le cycle AE%zE est contenu dans À (le cocycle VEXzA est con- 
tenu dans G). 
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$ 4. Groupes de Betti à groupes 
de coefficients divers 


4. Groupes de coefficients importants. Il s’agit des groupes sui- 
vants : 

(a) Le groupe additif des nombres entiers *). Il sera toujours 
désigné par Z. C’est un anneau. Les chaînes, cycles, homologies, 
etc., relativement au groupe J sont dits entiers. 

(b) Le groupe Z,, i.e. le groupe quotient du groupe Z par le sous- 
groupe mi de tous les entiers multiples du nombre naturel donné 


m > 2: 
Im = 1 — ml. 


Le groupe JZ,, est évidemment un groupe cyclique fini d'ordre m. 
Par définition du groupe /,,, ses éléments sont des classes de nom- 
bres entiers identiques modulo m “*); ces classes s'appellent résidus 
modulo m. L’homomorphisme naturel Z — 7,, est désigné par t,, : 
pour chaque x entier r,4 désigne donc le résidu de À modulo m. 

Parfois on appelle résidu modulo m non pas la classe elle-même, 
mais le plus petit nombre non négatif qu’elle contient. 

On appelle, par souci de brièveté, les chaînes relativement au 
groupe 7, du complexe X, chaînes modulo m. 

Il existe deux classes modulo 2: la première contient le chiffre O 
et tous les nombres pairs, l’autre contient le chiffre 1 et tous les nom- 
bres impairs. On a0 +0 = 1 +1—= 0,1 +0 = 0 +1 — 1 (mo- 
dulo 2). 

Le groupe 7, pour chaque m > 2 est un anneau. J,, hérite de 7 
la loi de multiplication: pour multiplier deux éléments E, € Z,, 
Ee € Im il faut choisir, dans chacune des classes E,, Ë, des éléments 
quelconques 2% € Ex, Ze € Eos et définir la classe E qui contient le 
nombre z,-r, comme étant le produit E,-E.. Si m est un nombre pre- 
mier, alors l’anneau 7,, est de surcroît un corps. 

(c) Le groupe additif R de tous les nombres rationnels; c’est 
évidemment un anneau et même un corps. Les chaînes et les homo- 
logies relativement au groupe f sont dites rationnelles. 

(d) Le groupe additif (corps) À de tous les nombres réels; les 
homologies correspondantes sont dites réelles. 

(e) Le groupe quotient À, = À — Z du groupe de tous les nom- 
bres rationnels par le sous-groupe 7 des entiers. 


*) Ici et dans les cas analogues le mot « additif » signifie qu'il s'agit de 


l'opération arithmétique d’addition usuelle. 

**) Deux nombres entiers À et k sont identiques modulo m si leur différence 
est un multiple de m; on écrit alors k = k (mod m) ou hk — k = 0 (mod m). 
L'élément zéro du groupe J,, est la classe de tous les entiers h divisibles par 
ou « identiques à O0 modulo m s: 


h= 0 (mod m). 
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Les éléments du groupe %, sont parfois appelés classes rationnelles 
modulo 1. Les chaînes, les cycles et les homologies relativement au 
groupe de coefficients SN, dans un complexe donné À s'appellent 
chaînes, cycles et homologies modulo 1. 

Pour chaque m, nous avons un monomorphisme naturel tr{”? 
du groupe 7, dans le groupe f,. Pour le définir, prenons dans une 
classe (arbitraire) E‘" € 7, 0, le plus petit nombre positif x 
qu'elle contient (le résidu modulo m), et désignons par t;"’E" 
la classe modulo 1 qui contient le nombre zx/m. Posons en même 
temps 1!” (0) — 0. Alors 


Er bp | HA “os 


sera le monomorphisme cherché du groupe 7, dans le groupe f.. 

En vertu de cette remarque, nous pouvons considérer 7, comme 
étant un sous-groupe du groupe #.. 

D'autre part, par la définition même du groupe À, (comme groupe 
quotient de À), il existe un homomorphisme naturel unique r, : 
h —+ À, (du groupe À dans le groupe ®,) qui fait correspondre à 
chaque nombre rationnel x la classe modulo 1 qui le contient. 

(f) Le groupe quotient x = À — I du groupe des réels par le 
sous-groupe des entiers. Les éléments du groupe x peuvent être ap- 
pelés classes réelles modulo 1. Puisque chaque classe rationnelle mo- 
dulo 1 est évidemment contenue dans une certaine classe réelle mo- 
dulo 1, le groupe À, est un sous-groupe du groupe *%, et l’on a aussi 
Im = *. 


Remarque 1. Désignons par 2x] le sous-groupe du groupe R 
qui consiste de tous les nombres réels de la forme x — 2rx%, où k 
est entier ; ce sous-groupe est évidemment isomorphe au groupe J. 
Le groupe quotient R — 2x7 est isomorphe au groupe x. 

Pour le vérifier il suffit de considérer l'application linéaire 
f: X1— XoA du segment X, — [0, 1] de la droite réelle sur le seg- 
ment Xox — [0, 2x] et faire correspondre à la classe E € R — J, 
qui contient le point x € X,, la classe n € À — 2x7 qui contient le 
point f (x). 

A chaque élément n du groupe À — 2n] correspond une rota- 
tion d’angle œ du plan, où @ est un nombre quelconque, appartenant 
à la classe n. Tous ces angles diffèrent entre eux par des multiples 
entiers de 2x et définissent donc une même rotation du plan. Il en 
découle que le groupe À — 2xZ, et, par conséquent, le groupe x — 
= R — JT qui lui est isomorphe, est isomorphe au groupe de toutes 
les rotations du plan (autour d’un point fixe o) ou, ce qui revient au 
même, au groupe de toutes les rotations du cercle autour de son cen- 
tre, ou, enfin, au groupe additif de tous les angles *). 


*) Les angles qui différent d’un multiple entier de 2x sont alors considérés 
comme identiques. 
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Le groupe x (ainsi que tout groupe qui lui est isomorphe) s’ap- 
pelle groupe cyclique continu. 

On introduit de manière naturelle une topologie dans le grou- 
pe x. En effet, on a un homomorphisme naturel f du groupe R des 
réels sur le groupe >*x, qui fait correspondre à chaque élément xz£€ R 
la classe E € x qui le contient ; l’image inverse de chaque élément 
E € x par l'application j est un ensemble fermé de la droite réelle R!, 
de sorte que x n’est pas seulement un groupe quotient du groupe À, 
mais également un espace quotient de l’espace topologique R1. 
Par conséquent, x est muni d’une topologie quotient. Celle-ci a une 
signification géométrique naturelle : les angles dont la différence 
avec pm, est inférieure en valeur absolue à un nombre donné € > 0 
forment le e-voisinage de l'angle ®,. Le groupe x muni de cette topo- 
logie est homéomorphe au cercle. 


2. Rappel de certains faits de la théorie des groupes abéliens. Les notions 
élémentaires qui se rapportent aux groupes abéliens sont supposées connues. 
Néanmoins, pour rendre notre exposé indépendant, nous rappelons ici, sans 
démonstration, les définitions et les théorèmes les plus importants pour nous. 
Un exposé complet se trouve par exemple dans le livre [TC], Supplément I. 

Le groupe abélien G s'appelle groupe à nombre fini de générateurs s'il contient 
un cm ble fini d'éléments g,, - .., g, tels que chaque élément g € G est 
leur combinaison linéaire, i.e. 


(+) Ê— C1£1 + °< e + CBs) 


où tous les coefficients c; sont des entiers et, comme d'habitude, le symbole c;g; 
désigne la somme g; + ... + g; de c; éléments identiques g;. Puisque l’indé- 
Fe ance linéaire *) du système des générateurs g,, . .., g, n’est pas requise, 
a représentation de l'élément g sous la forme (+) n’est pas nécessairement 
unique. 

‘On sait que le nombre maximal d'éléments linéairement indépendants d’un 
groupe abélien s'appelle rang. Si un groupe abélien possède un système de nr 
générateurs, le rang de ce groupe est < n. Si le groupe G possède un nombre fini, 
mettons n, de générateurs linéairement indépendants, le groupe G est de rang n, 
et ce groupe s'appelle groupe abélien libre de rang n. On voit facilement que tout 
oupe abélien libre de rang n est isomorphe au sous-groupe des vecteurs de 
espace affine de jdimension r dont les coordonnées sont entières relativement 
à une base e;, ..., e,. 

Un système de générateurs linéairement indépendants d’un groupe abélien 
libre s'appelle base. 

On appelle ordre de l'élément g EG relativement au sous-groupe U = G 
du groupe G le plus petit nombre naturel n tel que ng € U. S'il n'existe pas de 
tels n entiers, on considère que l’ordre de l'élément g relativement à U est infini. 


On appelle adhérence par division Ü du sous-groupe U de G son sous-groupe con- 
sistant de tous les éléments d'ordre fini relativement à U. 


Théorème A. Soient X7 un groupe abélien libre de rang n, U son sous-groupe 
et Ü l'adhérence par division du sous-groupe U dans X”. Il existe alors une base z, 
2 + er Zps Us Mes een Ugs Vis Ues + + + Vos p+T+0o—=n du groupe 


*) Dans le sens 2 2 Aer + Âge + ... + Ag, = 0 si et seulement si 


À = À — sas = hi 
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(a) Les éléments z, . .., z, sont d'ordre infini relativement au sous-groupe U 
et, par conséquent, ces éléments n’appartiennent pas à U. 

(b) Les éléments u,, ..., u, sont d'ordres @,, . .., 0, finis et © 1 relative- 
ment au sous-groupe U, de plusB >06 >... 0, > 1, et 6;41 divise 6; pour 
tout i— 14,2, ..., T — 4. 

(c) Les éléments O1 u1, . .., sus, t1, . . ., vo forment une base du groupe U 
et les éléments Wu, ..., ux, Li, . . ., vo forment une base du groupe U. 


Théorème B. Soit 
X= Xi+...+Xmn 

une somme directe de sous-groupes X; de X dont chacun contient à son tour un sous- 
groupe X° = X; (éventuellement nul). Si X" = X!+...+ X;,, alors le groupe 
quotient X — X” est la somme directe de ses sous-groupes, respectivement isomorphes 
aux groupes X1 — X;,..., Xm—ZXh- 

Revenons au théorème À et servons-nous des notations correspondantes. 
Soient Z;, U;, V; les groupes cycliques infinis dans X”, engendrés respective- 


ment par les éléments z;, u;, v,; on a les décompositions suivantes en sommes 
directes : 


HE 


dé 


| 
Il Ms 


T 
Zi+ D'Ui+ D Vi, 
i—1 i 


I 


Le1 
U= D'EU;+ D Vi. 
i— 1 1 


i= 


1—= 


A partir des théorèmes A et B nous obtenons le 


Corollaire du théorème A. Le groupe quotient X° — U est isomorphe à la 
somme directe de p groupes cycliques infinis et de groupes cycliques finis d'ordres 6,, 


i= 4, 2, ..., T. On voit facilement que p est alors égal au rang du groupe X 0. 


Remarque 2. Chaque groupe abélien G à n générateurs est l’image par 
un homomorphisme d'un groupe abélien libre X” de rang n. 

En effet, si g1, ..., g, sont des générateurs quelconques du groupe G et 
{er - - - en }est une base du groupe libre X”, l'applicatione, —+ g;, i — 1, 2,. 
définit évidemment un homomorphisme du groupe X” sur G. 

Mais alors on déduit de ce fait que chaque groupe abélien G à nombre fini 
de générateurs est A au groupe quotient d’un groupe abélien libre X 

onc 


par son sous-groupe U ; en appliquant le corollaire du théorème À, on 
obtient le résultat principal suivant. 


Théorème C. Chaque groupe abélien G à nombre fini de générateurs est la 
somme directe de p groupes cycliques infinis (p > 0) et d'un certain nombre t > 0 
de groupes cycliques finis 61, ..., 6. d'ordres 6, ..., On peut en plus 
demander que 6,41 divise 60;,, 6 > 6 >... 0, > 1, cette condition détermi- 
nant univoquement *) aussi bien le nombre + de termes cycliques finis que les ordres 
correspondants. Le nombre p s'avère égal au rang du groupe G et la somme directe 
6, + ...—+ 6. est le sous-groupe du groupe G consistant de tous ses éléments 


d'ordre fini. 

3. Groupes de coefficients Z et À. Le groupe L'= L' (K, I) est, 
pour un complexe cellulaire fini Æ, un groupe abélien libre à nombre 
fini de générateurs (ce nombre est égal à la moitié du nombre de cel- 
lules de dimension r dans le complexe Æ). Par conséquent, on peut 


*) Cette propriété d'unicité ne sera pas utilisée par la suite. 
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appliquer les théorèmes énoncés ci-dessus à ce groupe ainsi qu’à ses 
sous-groupes Z' = Z'(K, I) et H° = H"'(X, I). Il est alors commode 
de considérer parallèlement les chaînes et les homologies rationnel- 
les, puisque l’adhérence par division des sous-groupes de L’ (X, I) 
est naturellement contenue dans L' (K, R). 

Avant tout, reformulons les théorèmes A et C pour le cas parti- 
culier À" = 2”, U = HT. On voit facilement que l’adhérence par 
division /1° du sous-groupe H” est l'intersection H°7 (X, À) N Z7. 
Ainsi : 


Théorème 6. Le groupe Z7 = Z'(K, I) possède une base 


sr Fes, ST TT r 
(1) 1: .. 2p) Us... Ur, U1, es Ug 


qui satisfait aux conditions suivantes : 

(a) Les ordres des cycles z° relativement au sous-groupe H° = H” (K, 
I) sont infinis (i.e. le cycle Oz n'est jamais homologue à zéro dans K, 
quel que soit 0 0). 

(b) L'ordre du cycle u° relativement à H° est un nombre naturel 
6, > 1 (de sorte que l'on a en particulier Ojuf — O dans K) et 6;:; 
divise 0; pour tout j = 1, 2, ..., t — 1. 

(c) Les cycles Our, ..., Our; vi, . . ., vs forment une base du 
groupe H”, tandis que les cycles uï, . .., uT; vi, . .., vs forment une 
base du groupe H. 


Une base du groupe Z” (X, 7) qui satisfait à ces conditions s’ap- 
pelle base canonique du groupe Z”(X, JT). 


Théorème 7. Le groupe A'(K, I) = Z'(K, 1) — H°(K, I) est 
la somme directe de p groupes cycliques infinis (le nombre p est égal 
au rang du groupe A'(K, TI) et s'appelle nombre de Betti de dimension 
r du complere K ; il sera désigné par n° par la suite) et d'un certain 
nombre t — 1” de groupes cycliques finis 91, ..., Of, en outre, la 
somme directe OT + ... + O7 est Le sous-groupe 6 — 6°7K (du grou- 
pe A’(K, TI) qui consiste de tous les éléments d'ordre fini du groupe 
A'(K, I). Le groupe O’KX s'appelle groupe de torsion de dimension r 
du complexe K. 

On peut en même temps admettre que 6;;, divise 6, pour i = 1, 
2,..., T — 1. 

La somme directe BK des termes d'ordre infini dans la décompo- 
silion du groupe A7(KX, I) est un groupe abélien libre de rang a’; 
elle est donc isomorphe au groupe quotient Z°’K — H°K que l’on appelle 
parfois groupe de Betti libre de dimension r du complexe K *). Le 


* En général, soit {un sous-groupe de Y’. On peut alors définir le groupe 
HT (K, 4, U') comme étant le sous-groupe (du groupe ZT (K, U)) quii consiste 
de tous les cycles en X homologues à zéro pour Y’, et considérer le groupe 


AT(K, U, U')=ZT(K, U)—HT(K, À, U’). 
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groupe B’K est le groupe quotient du groupe des cycles entiers de di- 
mension r par le sous-groupe des cycles entiers rationnellement homo- 
logues à zéro. 

On déduit du théorème 6 les corollaires suivants : 


Corollaire 1 du théorème 6. Si (1) est une base canonique du grou- 
pe Z'(K, I), alors chaque cycle entier z'° se met uniquement sous la forme 


= Dax + D bjur + D cnvh 
i j R 


et l'on a z — 0 dans K relativement à À si et seulement si tous les 
coefficients a; sont nuls et z° — 0 dans K relativement à I et lorsqu'en 
plus tous les coefficients b, sont divisibles par 6;. 


Corollaire 2 du théorème 6. Chaque cycle entier z° du nor 


est homologue, relativement à I, à un cycle de la forme D az! + > bjur, 
les coefficients a; étant déterminés uniquement, tandis que les coeffi- 
cients b; se déterminent modulo 6; (c'est-à-dire à un terme additif près, 
multiple de 8) ; d'autre part, chaque cycle entier z'° est homologue dans K, 


relativement à R. à un cycle de la forme D'a;zï avec des entiers a; uni- 
quement déterminés. 


Remarque 3. Supposons que pour des cycles rationnels don- 
nés 2, ..., 27 du complexe X, il existe des nombres rationnels 
Cys - - - Cy (non tous nuls) tels que c;z + ...+c,z5 € HT (KX, R). 
Nous dirons dans ce cas que ces cycles sont hkomologiquement dépen- 
dants entre eux et nous démontrerons qu'il existe alors des nombres 


entiers k,, ..., k,, non tous nuls, tels que 2: kizi € HT (K, D). 


Autrement dit, les notions de dépendance (d° dépendance) homo- 
logique « entière » et « rationnelle » des cycles rationnels (en par- 
ticulier, entiers) sont équivalentes entre elles. 

En effet, on peut déduire de nos hypothèses l'existence d’une 
chaîne zx'*t € L''(K, R) telle que Az“! = D c;zf. Multiplions les 
deux membres de cette égalité par le dénominateur commun pu de 
tous les c; et de tous les coefficients de la chaîne z"*!. Nous obtien- 
drons Auz'* = 9d;z!, où di = uc;. Alors uz”* est une chaîne entière 
et tous les d; sont entiers. L’assertion est démontrée. 

Il est évident que l’on aurait pu également dire: les cycles 2! 
rationnels (en particulier, entiers) sont homologiquement indépen- 
dants entre eux dans le complexe Æ si leurs classes d’homologies sont 


. Nous avons vu que H'T(K,1) = HT(K,1,R), donc il est facile de voir que 
HT(K, 1) — HT(K, 1) = @"K. On trouvera un exposé détaillé de toutes les 
questions de ce genre dans le livre de P. Alexandrov.H.Hopf, Topolo- 
gie I. Berlin, Verlag von J. Springer, 1935, chap. 5, $ 1. Ce livre sera désigné 
par [AH] par la suite. 
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des éléments indépendants du groupe A’(Æ, %); dans le cas des 
cycles entiers z; on peut prendre le groupe A’ (A, 7) à la place du 
groupe A’(X, ). Le résultat sera le même. 

Construisons pour chaque r une base canonique (1) du groupe 
Z'(K, I). Par l’isomorphisme A entre les groupes L'(K, 1) — 
— Z'(K, I)et HT!(K, I) la base 

cu HET Pur Dire D'ri 
du groupe H"*(X, 7) correspond à la base Eï, ..., Efr41; ni, . .. 
.., n1 du groupe L'(K, 1) — Z7(K, 1). Choisissons une fois 
pour toutes les chaînes ri € Eï, yi E n°. On voit facilement que le 
système de chaînes 


r Po. 2 | DR 

9 LT! 9 se. T,r-1 ? U1 J 2-9 9 Yor-1 L 

( ) r r r r r r 
Z1 L] es Sr ; Ui 9 ce. rs UV; 9 Ur 


forme une base du groupe L’” (X, I). Les bases ainsi construites des 
groupes L’(X, 1), r = 0, 1, ..., n, s'appellent bases canoniques 
des groupes L’ (K, I). 

Chaque système de cycles rationnels, en particulier entiers, de 
dimension r et homologiquement indépendants | 


Tr r 
Z4) CRE Z | Zy 


peut être complété de manière à obtenir un système homologique- 
ment indépendant maximal 

RE 
Chaque tel système maximal de cycles rationnels homologiquement 
indépendants de dimension r du complexe À s’appelle R-base du 
complexe Æ (ou base homologique) *); on peut la définir comme 
étant un système de cycles rationnels de dimension r du complexe X 
tel que chaque cycle rationnel de ce complexe est rationnellement 
homologique à un cycle unique de la forme 


(3) O2 ess PC 


où C1, - - -, CN Sont des nombres rationnels. 
Si une R-base est constituée de cycles entiers, alors on l’appelle 
(TZ, RÀ)-base. 


Remarque 4. Les groupes L’(K, R) et Z’(K, $) sont 
des espaces vectoriels de dimension finie sur le corps des rationnels. 
Les bases de ces espaces s'appellent bases rationnelles des groupes res- 
pectifs L'(K, Y%) et Z'(K, À). 


*) En dimension r, bien entendu. 
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Démontrons qu’une base canonique (2) du groupe L’(K, 1) 
est en même temps une base rationnelle du groupe L'(X, f). En 
cffet, chaque chaîne entière de dimension r, et, donc, chaque sim- 
plexe orienté {” du complexe Æ, peut être représentée de manière 
unique comme une combinaison linéaire à coefficients entiers des 
éléments de la base (2). On en déduit immédiatement que chaque 
chaîne rationnelle peut être représentée comme une combinaison à 
coefficients rationnels des éléments de la base (2). Si, pour une cer- 
taine chaîne 2”, il existait deux telles représentations, alors une cer- 
taine combinaison linéaire rationnelle des chaînes (2), et, par con- 
séquent, une combinaison linéaire entière, s’annulerait, ce qui con- 
tredit l’indépendance linéaire des chaînes (2). 


Remarque 5. Les cycles 
(4) Bis sen 2er Us sens ler Vies Ver 
forment une base rationnelle du groupe Z”(X, fi). En effet, soit 
z EL’ (K, À). Alors 


(5) 2 Dasit Dbf + Dons + 2 dau + Dent, 


où tous les coefficients sont rationnels. Démontrons que les coeffi- 
cients a;, b; sont nuls. En effet, en multipliant les deux membres de 
l'identité (5) par le dénominateur commun d de tous les coefficients 
du cycle z” et de.tous les coefficients a;, b;, c;, d;, er, on obtient une 
représentation du cycle entier dz” sous forme de combinaison li- 
néaire entière 


dz"= D dairi + D) dbiy5 + D denzh + D ddyzk + D eut, 


d'où il découle que tous les da;, db; et donc tous les a;, b; sont nuls. 
Ainsi nous avons la relation 


2 = D cnzh + D dur + D envi. 


Son unicité découle de l’indépendance linéaire des cycles 2%, uk, ur. 
On démontre d’une manière analogue que les cycles uf, vi for- 
ment une base rationnelle du sous-groupe H”7(X, #) du groupe 
L'(K, R). 
Nous aurons besoin par la suite de l’assertion suivante: 


Remarque 6. Tout système homologiquement indépendant 
de cycles rationnels 


(6) AE 
peut être complété de manière à obtenir une base rationnelle du 


groupe L’(K, R), telle que les cycles de cette base forment une 
base rationnelle du groupe Z” (X, R). 
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Démonstration. Puisque ni l'indépendance homologique 
des cycles, ni la propriété des chaînes de former une base rationnelle 
ne changent par multiplication par un nombre rationnel non nul, 
on peut toujours supposer que les cycles (6) sont entiers. D'autre 
part, puisque tout système linéairement indépendant (6) peut être 
complété de manière à obtenir un système maximal, on peut dès le 
début supposer le système (6) maximal. Prenons maintenant une 
base canonique quelconque 

il, ss Te 
j=1, 1 o"”1, 
B = {r4, Yi, 2h ; Uk , u}h=—1, .. a”, 
k=1;:.: 57 
=, 550 
du groupe L’(Æ, 1). Montrons que 


(7) D — {xi, Yi zh 3 u}, 9 vi} 


est une base rationnelle du groupe L’(X, R). En effet, soit x” une 
chaîne rationnelle quelconque. Alors 


g'= Dar + D by + D cuzr + D dur + D er. 
Le système (6) étant maximal, le cycle °° = > cz peut être mis 
sous la forme 
(8) M = D'chzh +7, 
où w'EHT(K,N). Désignons par d le dénominateur commun de 


tous les coefficients rationnels du cycle w’. Alors duw’ est un cycle 
entier rationnellement homologique à O0 dans X. D'après le corol- 


laire 4 du théorème (6) on a dw= D Bus + >'yuy, de sorte que 
DECITRE 


et donc 

(9) D'= Dani+ 2 by + Dons + Didiux + Dei vi. 

Pour démontrer que % est une base rationnelle du groupe L'(K, À) 
il nous reste à établir que les coefficients dans la représentation (9) 


sont univoquement déterminés. Pour cela il suffit à son tour de mon- 
trer que l'identité | 


(10) D art + D bjyi + D cnzh + D dur + D ext — 0 


ne peut être vérifiée que lorsque tous ses coefficients s'annulent. 
En multipliant les deux membres de l'identité (10) par un nombre 
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naturel approprié, on peut admettre que tous ses coefficients sont 
entiers. Démontrons tout d’abord que tous les c, sont nuls. Dans le 


cas contraire, le cycle entier z° = —@ c,z, serait une combinaison 
linéaire 


D art + D by + D dur + D ent 


d'éléments de la base canonique $ du groupe L’(K, I). Mais chaque 
cycle =” se met de manière unique sous la forme de combinaison li- 
néaire des éléments 2}, uf, vi de la base canonique, donc tous les coef- 
ficients a, et b; dans l’expression (10) doivent être nuls et le cycle 
— © c,zh est une combinaison linéaire des uf et des vi. Mais ceci est 
im possible, puisque d’après l'indépendance homologique des cycles 2}, 
le cycle z° n’est pas homologue à zéro dans X relativement à À tan- 
dis que tous les u£ et tous les v? sont contenus dans le groupe 
H (K, À). 

Nous avons donc démontré que tous les coefficients c, sont nuls. 
Mais alors les coefficients a;, b;, d, et e,; sont nuls aussi, car dans le 
cas contraire il y aurait contradiction avec l’indépendance linéaire 
des éléments x%, y;, uf, vi de la base canonique $. 

Ainsi le système A est une base rationnelle du groupe L’ (K, R). 

Il reste à démontrer que les cycles 


h=—1,...,77, 
(11) hu UQ k=1,...,7, 
= 1: .:2:0 
forment une base rationnelle du groupe Z”(K, R). Puisque l’indé- 
pendance linéaire des éléments z};, ux, vi, de la base (7) est déjà dé- 
montrée, il reste à établir que chaque cycle rationnel z° peut être 
mis sous forme de combinaison linéaire rationnelle des cycles (11). 
Mais les cycles z, forment un système indépendant maximal, par 
conséquent le cycle z° peut être représenté sous la forme 
z'= D'azi +w', où w'EH'(K,R). 


Si d est le dénominateur commun de tous les coefficients du cycle 
rationnel w”, on a pour le cycle entier du” 


du" = > bus + Dev 
at donc 


Me Sax +) Lu + NL, 


ce qu il fallait démontrer. 
Démontrons maintenant le théorème fondamental concernant les 
groupes A’7(X, h). 
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Théorème 8%. Le groupe A’ (K, À) est la somme directe de p exem- 


plaires d'un groupe isomorphe au groupe , et leur nombre est le nom- 
bre de Betti p — n’ de dimension r du complere KX. 


Démonstration. Il suffit de construire une (7, R)-base 
de X constituée exactement de x’ cycles. Montrons qu'une telle base 
est fournie par le système 


r r 
2 . + + Zar 


obtenu à partir de la base (2). 

En effet, si les cycles indiqués seraient homologiquement dé- 
pendants, le système (2) serait linéairement dépendant. Supposons 
maintenant que z° est un cycle quelconque de Z”(X, À). Il nous 
faut montrer qu'il est homologue (à coefficients rationnels) à une 
combinaison linéaire des cycles 27, ..., 2°. Mais cette dernière 
assertion se déduit immédiatement de la remarque 5: la représen- 
tation 


ARE 2 Chh + 2 dyur + 2 ei 
t 


est unique, de plus uf, v? forment une base rationnelle du groupe 
H° (X, R) de sorte que 7" — Dc,zk € H'(K, R). 
h 


4. Groupe de coefficients R. Ce numéro est consacré à la démonstration du 
théorème suivant: 


Théorème 8,. Le groupe Ar (K, R) est la somme directe algébrique de p coples 
du groupe R, où p = n" est Le nombre de Betti de dimension r du complere K. 


m 
La chaîne x — > zjt5 est un cycle si et seulement si l'on a Arr — 
R m oi 
= Da: 1) = 0, je. 
i=1 j=1 
m 
(1) Dr: m0; id, ...,k. 
j=1 


En considérant (3) comme un système d'équations linéaires en x; à coefficients 
entiers (f:: {{7 1), on constate que tous les cycles sont engendrés par les solutions 
du système (3). 11 est évident qu’un système fondamental de solutions de (3) 
peut être choisi rationnel; supposons que c’est 
(2) 215 asie 2e 


ee conséquent, chaque cycle de Z (K, R) se représente de manière unique sous 
a forme 


(3) = cz... ess, 
où les c; sont des nombres réels quelconques: chaque cycle rationnel z est en 
même temps représenté sous la même forme avec des coefficients rationnels c;. 
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Supposons maintenant que 


(4) 19 Z2s + + +1 Zp 
est une (7, R)-base quelconque dans X. Pour démontrer le théorème, il suffit 
de vérifier : 1) que chaque cycle réel z" est homologue relativement à R à une 
certaine combinaison linéaire des cycles (4) à coefficients réels et 2) que ces 
derniers coefficients sont uniquement déterminés. 

Démontrons (1). Par définition d’une (7, X)-base, il existe de telles 
chaînes rationnelles ri et de tels nombres rationnels @;;, i—1,..., p; 


P s 
j=1,...,s que z; — 2 js = Az. D'après (3), on a = Cj2j POUr cer- 


1, | j=1 
tains nombres réels c;, d’où l'on tire 


s P p # s 
ge D'o( D œit art) D (D cu) + A (D ext). 
j=1 i=1 i=1 j=! j=1 


Démontrons (2). Si le cycle z" € Z' (K, R) est homologue relativement à R 
à deux combinaisons linéaires des cycles (4), alors une combinaison linéaire des 
cycles (4) est homologue à zéro: 


(5) œZ+...+anzn= Ati, 


où «, sont des nombres réels et z'*! € Lrtt(K, R). Montrons qu'il existe alors 
également des nombres rationnels &; et une chaîne z”*! pour lesquels (5) est 
vérifié, ce qui est impossible. 


q q° 
Soient z;, — > Cihths = 1, ..., p, et rrti— Dpt !, où 2g et 2g° 
h=1 l=1 
sont respectivement le nombre de cellules du complexe À de dimension r et 
r + 1. En substituant dans (5) et en appliquant A, on obtient 


q  pP g q° 
(6) 2 (Decu)r= 2 (2 BUT 1) 
h=1 1=1 h=4 1=1 
ou 
p qg° 
(7) D œicin— D) Biemhs h=—1, ..., q, 
4=1 lami s 


OÙ Eh = (PS t}). En considérant (6) comme un système d'équations linéai- 
res à coefficients rationnels (même entiers) c;n, 2h, nous voyons qu'il admet 
d’après (7) des solutions réelles et donc rationnelles. 

Remarque. Chaque chaîne rationnelle du complexe X peut être évi- 
demment Considéré comme une chaîne réelle: dans ce cas tout cycle rationnel 
sera à la fois un cycle relativement à R, tandis qu’un cycle rationnel homologue 


à zéro pour À sera également homologue à zéro pour R. Autrement dit, on aun 
homomorphisme naturel (algébrique) 


(8) L:AT(K,R)—æAT(K,R). 
De nos raisonnements découle en particulier que cet homomorphisme est en fait 
un isomorphisme. 


5. Treillis (compléments sur la théorie des groupes abéliens libres). Un 
groupe abélien libre de rang nr, muni d'une base fixe e,, ..., en, s'appelle 


treillis *) de rang n et sera désigné par [e,, . .., e,l. Une base fixée dans un 


*) Ne pas confondre avec le mot atreilliss dans le sens de Bourbaki. 
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treillis sera appelée base initiale. Les éléments d'un treillis [e;, . . ., e,] seront 
généralement notés sous forme de sommes ze; + ...-+ r,e, à coefficients 
entiers. Introduisons dans le groupe [e,, . .., e,] le produit scalaire (r, y) des 
éléments z= me +...—+zrie, et y—= Ye +...—+yne, en posant 
(z, y) = agi + ee + zur. 
Soit u;. ..., u, une autre base quelconque du treillis [e,, . .., e,]. Chaque 
élément x du treillis se représente de manière unique sous la forme 
Z=Ziui—+...+znun, 
et les coefficients z} peuvent naturellement être appelés composantes contrava- 


riantes de l'élément z dans la base w,, . . ., u.. 11 est évident que chaque élé- 
ment du treillis [e,, . . ., e,] est bien défini par ses composantes contravariantes. 
relativement à une base quelconque. 

Les nombres 


a = (x, W), ..., an = (z, un) 
s'appellent composantes covartantes de l'élément x dans la base w,, . .., u,. 


Il est évident que relativement à la base initiale les composantes covariantes 
d’un élément quelconque coïncident avec ses composantes contravariantes. 


Lemme 1. Chaque élément du treillis est uniquement déterminé par ses compo- 
santes covariantes relativement à une base quelconque du treillis. 


Démonstration.Soitu,; = ana +...<+amemti=1,2,...,n, 
la base donnée et supposons données (x, u;) — a;. Il s’agit de trouver les coeffi- 
cients z; dans la représentation z = zjey + . . . + zne,. 

Remarquons tout d’abord: puisque w, ..., u, forment une base, alors 
Es + - - En S'expriment en termes de uy, ..., Un: 


€ — bit + RE binün 


et det || a;, || - det || b4, || — 1. Comme les nombres det || a;; || et det || b;; || 
sont entiers, ils sont égaux à +1. 
Pour déterminer les z;, nous avons le système d'équations 


(z w)= (ma +...+ zen w) = as i=1,...,n. 
Puisque u; = ape, + + - - + Gjnên» Ce Système peut être mis sous la forme 
Tan +... Finn = an 1=1,2, ...,n, 


et se résout relativement à z; à l’aide de la règle de Cramer et, en vertu de la 
relation det || a; | — +1, les solutions seront entières. Le lemme est démontré. 


Deux bases U—u, ..., u, et U— w,...,u, sont dites duales si 
(y, uÿ) = Ü 


quels que soient , j = 1, ..., n, où ô:y est le symbole de Kronecker. Les élé- 
ments u; etu;, s'appellent éléments correspondants des deux bases duales. 


Lemme 2. Pour chaque base d'un treillis, il existe une base duale et une seule. . 
En effet, si 


WU = Gnat+...+aäinens 1=1,.., nn, 
sont les éléments d’une base donnée U et 
eh = bat... Fbhnüns h= 1, ..., nr 
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les éléments u,, ..., u, sont directement définis par les conditions 


, en) = (ui, bn 0. + bpnun) = bn (y, wi) +... + 
+ bhn (ug, Un) = dhi. 


Puisque la matrice des coefficients || b,, || est unimodulaire (étant la matrice 


inverse à la matrice il as ||), les éléments u,, ..., u, forment une base d'après 
le lemme 1, ce qu’il fallait démontrer. 
Soient deux treillis 


A = [es, ..., ep}; B = Le, . ea). 
Les homomorphismes f du treillis À dans le treillis B et g du treillis B dans le 


treillis À sont dits duaux si pour des éléments quelconques z € À et y E B on 
a (x), y) = (x, 8 (y). 


Lemme 3. Soient U = w, -.., uL et Ü = w, ..., u des bases duales du 
treillis A et V= uv, ..., vaet V= uv + ...<+ va des bases duales du treillis B, 
f et g des homomorphismes duaux (respectivement de À dans B et de B dans À). 
Soit enjin 

Î (ui) = and +... + ajgva- 
A lors 
g (0j) = ayjur + - + + + Gpjup. 
Démonstration. Il suffit, d’après le lemme 1, d'établir que pour 


tout j = 1, ..., g les éléments g (on EA et ju +...+ au) ont les 
mêmes composantes covariantes dans la base U. Calculons donc ces composantes :: 


(g (vs), un) = (un, 8 @;)) = (f(un), Dj) = (aniva +. + ahqvas Dj) = 


= (an104, vÿ) +... + (anqvas vj) = ah. 
et 


(ejus +... +apjup, Un) = 017 (us, un) +... ap; (up, un) = ahj. 
Le lemme est démontré. 


Remarque 7.11 découle de la formule (g (v;), u}) = an; que nous venons 


d'obtenir que «;, qui est la j-ième composante contravariante de l'élément 
f (u;) dans la bâse V, est en même temps la i-ième composante covariante de- 
l'élément g (v;) dans la base U. 

Définissons enfin les treillis modulo m, pour un nombre premier m. Dési- 

gnons par” [e,,. . .,e,] le groupe dont les éléments sont toutes les formes linéaires 

aie, où les e; sont les variables données et les coefficients sont des résidus modu- 
0 m; le groupe me,, ..., e,] s'appelle treillis de rang n modulo m. Les varia- 
bles e1, . . ., e, forment la base initiale du treillis (on identifie e; avec la forme 
linéaire 1-e, où 1 est l'élément unité du corps J,,). 

Les définitions du produit scalaire, des composantes covariantes et contra- 
variantes, des bases duales et des homomorphismes duaux, ainsi que les lemmes 2 
et 3 se rapportent automatiquement à ce cas. 

Citons en guise d’un premier exemple d’un treillis le groupe Lr(K, 1) 
des chaînes entières d’un complexe fini simplicial (ou cellulaire) X. Le rang 
de ce treillis est égal au nombre de simplexes (de cellules) de dimension r du 
complexe X (l'orientation n'étant pas considérée), tandis que la base initiale 
. compose de ces simplexes (cellules), numérotés et munis d’une orientation 

ixe. 
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Nous avons déjà rencontré un exemple d’ homomorphismes duaux au $ 2. 
n° 5. A savoir, sont duaux l'opérateur de frontière A du treillis L'(X, 7) dans le 
treillis L'-1 (X, 7) et l’opérateur de cofrontière V du treillis L'-1 (X, 1) dans le 
treillis L'(K, Î). 


6. Matrices des opérateurs À et V par rapport à des bases cano- 
niques. Théorème fondamental des groupes V' (K, I). Soit dans un 
complexe X de dimension r un système de bases canoniques (p. 40) 


Fr _ La r . La r : 
=: CRERX) Tor-1 U: : ...) Yar-1 ; A ERX) Ur; 


Tr . r Le 
U,;, ... Ur; U, ; ... Ver} 


pour chaque r = 0, 1, n. 

Il est évident que l'homomorphisme À (du groupe L’X dans 
L'-1K) possède relativement à ces bases la matrice (à la page 48) 
dans laquelle chaque rangée exprime la frontière de l’élément dis- 
posé à sa gauche. 

Considérons maintenant les bases W” duales aux bases W7 (voir 
n° 5); les éléments de ces bases qui correspondent aux éléments 


r T . r r . r r 
T;; 3 Lor-1; U:: ee. Yor-1, Z4 ..., Zari 


seront désignés par 
U,, Uri; 72 CRE | Ver ; 24: sus. 2 
“IT ir 
y; CR EX Ur. 


Puisque les homomorphismes À et V sont duaux, le lemme 3 du $ 4, 
n° 5, permet de trouver facilement la matrice de l’homomorphis- 
me Y (voir tableau à la page 50, où chaque colonne exprime la 
V-frontière de son élément en tête). 

Nous pouvons maintenant exprimer les V-groupes du complexe X 
en termes des A-groupes de ce complexe, ce qui est le but principal 
de ce numéro. À savoir, nous démontrerons l’assertion suivante. 


Théorème 9. Pour tout complexe cellulaire K le groupe V'(K, I) = 
= V’K est isomorphe à la somme directe du groupe de torsion 6TK 
de dimension (r — 1) du complexe K et du groupe abélien libre de rang 
na = n’X. 


Démonstration. Puisque West une base du groupe L’K, 
chaque chaîne 27 se met de manière unique sous la forme 


dd au + bu + Do + Dar + Dei 
avec 


(42)  vr= Davz + D'eavyt = ZX GôRuit +} egra. 
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Par conséquent, la chaîne x” est un V-cycle si et seulement si dans 


la représentation (12) on a 
ES RP qi 
dy =0, e, = 0 


l=1,..., 0. 


Autrement dit, les V-cycles 2 u}, v?, 2 ‘zh forment une base du groupe Zf. 


D'autre part, puisque W' et W7-! sont respectivement les bases 
des groupes L’Æ et LT!K, chaque égalité de la forme Vr'i= y 
est une combinaison linéaire d’égalités de la forme 


Va 6Miur, Vyfi= ut. 


Cela signifie que le cocycle 
g'= Diaiut + 2 bi + Di cneh 


est contenu dans le groupe H%5 = H% (K, I) si et seulement si tous 
les c, sont nuls et tous les a, sont divisibles par 05-'. Autrement dit, 
les V-cycles 

Of-lur, ass FrAUE ri : V|; cs Vor-1 
forment une base du groupe H%. Ainsi, si l’on désigne les sous-grou- 
pes ES des groupes L’K engendrés par les éléments z%, y, 


2h, Ui, Vi respectivement par XL YL Zr UT, V',- on obtient les dé- 
compositions en sommes directes : 


O 
L'=X +2 +3 + à r +2 Vi, 
ES a oi 
Z3= 2 Zi + D Ur+ D V!, 
1 1 | 
+" a"! 


He= ZX eDi+ 5 V;, 
1 1 


d'où (en écrivant les isomorphismes sous forme d'égalités) 
+"! 
V'X=Z2;-—H;=— È 25 + 2 (UT — O7 UT). 
Ici le groupe U! — 65 1U est un groupe cyclique fini d'ordre opt, 


de sorte que le groupe. D (U3 — 6%"'U!) est isomorphe au groupe 
6" '!X, et le théorème 9 est démontré. 


4% 
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7. Groupes de Betti modulo m *). On peut démontrer (voir par 
exemple TC, chap. 9, $ 4) que pour chaque m>2 les groupes A’(X,17,) 
et V'(XÆ, 7h) sont isomorphes et, par conséquent, sont de même rang 
modulo m **). Ce rang s’appelle nombre de Betti modulo m de dimen- 
sion r du complexe K. 

De même que tout groupe abélien fini, le groupe A’(KX, I,) 
est la somme directe de groupes cycliques finis @,, ..., 6, (dont 
les ordres divisent le nombre m). Si &,, ..., &, sont respective- 
ment les générateurs des groupes 6,, ..., 6,, on peut choisir dans 
chaque classe &, un cycle z; et obtenir ainsi une base homologique modu- 
lo m de dimension r du complexe K. Si m est un nombre premier, alors 
la base homologue de dimension r modulo m consiste de cycles (mo- 
dulo m) homologiquement indépendants modulo m et peut être dé- 
finie comme un système maximal de tels cycles. 

Chaque chaîne entière zx définit de façon unique la chaîne t,,x 
modulo m, obtenue en remplaçant les coefficients entiers par leurs 
résidus modulo m. Il est évident que 


AtmT = TmAT. 


On dit souvent que chaque chaîne entière z est en même temps une 
chaîne modulo m, en sous-entendant que l’on identifie alors x avec 


*) Le cas m — 2 mérite une considération particulière. Puisque le groupe 7, 
consiste de deux éléments, 0 et 1, et 1 + 1 — 0, on'a pour zr € L'(K, J,) et pour 
toute cellule £r € X la relation 


(z”, —{") — (—27, {7) = (z", tT), 


i. e. toute chaîne modulo 2 prend une même valeur sur deux cellules opposées. 
Par conséquent, dans le cas d'un complexe X simplicial, la chaîne zr fait cor- 
respondre à chaque simplexe | {7 | € X une valeur bien définie, égale à 1 ou à 0. 
Ceci permet de considérer les chaînes modulo 2 des complexes simpliciaux comme 
fonctions à valeurs 0 et 1, définies sur l’ensemble des simplexes T7, T£, ... 


..., Tor du complexe K. 


Entre ces fonctions et les sous-ensembles de l’ensemble de tous les éléments 
de dimension r du complexe K il y a une bijection ; on obtient cette bijection en 
faisant correspondre à chaque chaîne z7 € L' (K, I,) l’ensemble des simplexes 


TiE K de dimension r sur lesquels la chaîne z” prend la valeur 1. 
Vv 
*+) Une combinaison linéaire entière d'u d'éléments d'un groupe abélien 
1 


1 

quelconque X s'appelle non triviale modulo m si tous les c; ne sont pas divisi- 
bles par m. Les éléments x,, . .., z. s'appellent linéairement dépendants modulo 
m si une combinaison linéaire non triviale modulo m de ces éléments est égale 
à zéro; dans le cas contraire les éléments z,, . . . ,z., sont linéairement indé- 
pendants modulo m. Le plus grand des nombres r, tels que le groupe X possède r 
éléments linéairement indépendants modulo m, s'appelle rang du groupe X mo- 
dulo m. Si pour chaque r il existe réléments linéairement indépendants modulo m, 
le rang du groupe X modulo m est dit infini. Les cycles (modulo m) du complexe X 
s'appellent homologiquement indépendants dans K (RIRES m) si leurs classes 
d'homologie sont Mi déDendanies (comme éléments du groupe A'(K, J,,)). 
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la chaîne t,1. Dans le même ordre d’idées on dit qu'un cycle en- 
tier x d'un complexe Æ est dans ce complexe homologue à zéro mo- 
dulo m si l’on a t,7 — 0 dans X (relativement au groupe de coef- 
ficients Z,). 

Les deux assertions suivantes, dont la deuxième sera essentielle 
pour le chapitre 3, permettent de clarifier les relations existantes 
entre les homologies entières et les homologies modulo m. 


Proposition 1. Pour qu'un cycle entier z° soit homologue à zéro 
modulo m dans le complexe K il est nécessaire et suffisant qu'il existe 
dans K un cycle entier x’ tel que 


z — mx = 0 dans K relativement à I. 


Démonstration. Nécessité. Soit 
TmZ CE HT (K, Im). 


Il existe alors une chaîne x} € L’*'(K, I,,) telle que 

TmZ = ÂAtn)- 
Désignons par z”*! une chaîne entière quelconque, soumise à la con- 
dition 

SET A PA 


Alors 
Last AT) — At TT=TAOaT,, 
1.6. 
Tm (27 — Az) = 0 
et donc 


z! — Aztt = ma, où z'EL’'(K,]l). 
Par conséquent, 
ce qui démontre la nécessité de la condition. 
Suffisance. Si 
2eme = Ari, 
alors 
Tm2 = 1mAz' "= At,2z"" CHT(K, I»), 
ce qu'il fallait démontrer. 
Proposition 2. Si le cycle 7 € Z’(K, I) n'est pas homologue à 
zéro dans K pour I, il existe alors un entier s > 2 tel que z° n'est pas 
homologue à zéro dans K modulo sY, où v est un entier naturel quel- 


congue suffisamment grand. 
Nous démontrerons même l’assertion plus forte suivante. 
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Proposition 2”. Si le cycle entier 3° n'est pas homologue à zéro 
dans K relativement au groupe de coefficients À (i.e. l’ordre *) du 
cycle z' est infini), alors 7 n'est pas homologue à zéro dans K modulo m 
pour tout m suffisamment grand. 

Mais si l’ordre du cycle z° est fini et égal à s, La proposition 2 est 
satisfaite pour ce nombre s. 


Démonstration. Supposons que 7 n’est pas homologue 
à zéro pour le groupe de coefficients À et en même temps que z° — 0 
mod m dans X. Démontrons que dans ce cas le nombre m est néces- 
sairement plus petit qu'un certain nombre c qui dépend du cycle 
z — ce qui établira évidemment la première partie de la propo- 
sition 2’. 

Ainsi, z — 0 mod m. Alors d’après la proposition 14, il existe 
un cycle entier y” tel que 


z = my dans À relativement à J. 
Prenons dans À une (7, À)-base quelconque 
DT des: Dhs 


Puisque z° n’est pas homologue à 0 dans X pour f, il existe de nom- 


bres univoquement définis c,, . .., c,, non tous nuls, tels que 
(13) ze Dc;zi dans X pour %. 


Désignons par c le plus petit des nombres | c; | non nuls. D’autre 
part, il existe des entiers d; tels que 


(14) y = D'd;zi dans KX pour %. 
Alors d’après (13) et (14), 


C; — md;, 


ie. mn Loc, ce qui démontre notre assertion dans le cas où l’ordre 
de z° est infini. 

Supposons maintenant que l’ordre du cycle z° est un nombre 
naturel s > 2. 

Désignons par t l’ordre du groupe de torsion de dimension r 
du complexe X et par u, le plus grand entier naturel tel que sk est 
un diviseur de t. Démontrons l’assertion suivante : 


Siz = 0 mods' dans K, alors v< y. 

En effet, d'après l’homologie que nous venons d'indiquer, nous 

voyons par des considérations analogues au premier cas que | 
(15) z = s'y" pour ll, 

*) On appelle ordre d’un cycle entier :" l’ordre de l’élément du groupe 


Ar (X, I) que ce cycle définit (i. e. l’ordre de l'élément z° € Z'K relativement 
au sous-groupe ATX). 
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où y” est un cycle entier. Désignons par n l’ordre du cycle y’ et fai- 
sons la remarque générale suivante: 

Si pour deux cycles entiers y, et y, on a y, — my, pour I (où m 
est un nombre entier) et le cycle y, est d'ordre fini n,, alors l'ordre n, 
du cycle y, est fini et divisible par 11. 

En effet, nos hypothèses impliquent tout d’abord 


0 = My — Mig 


et donc l’ordre n, du cycle y, est fini (c’est un diviseur de mn) et, 
d'autre part, 


Neÿa — Moÿe — 0, 


de sorte que n,. est un multiple du nombre 1.. 
Appliquons cette remarque à l’homologie (15). Nous voyons que 
l'ordre n du cycle y’ est un entier naturel divisible par s. Soit 


n = S%, 


où k n’est plus divisible par s. Puisque n est un diviseur du nombre 7, 
on a ou. Il suffit de démontrer que v <o. Admettons le con- 
traire, i.e. v > ©. Alors à 


(16) 


z! æ SV 0s0y", 
| d dans À pour J. 


ks°y" = ny” — 0 


D'autre part, pour 1<%"<k, nous avons £’s7 <n, donc k'sy" n'est 
pas homologue à zéro o dans K pour 7, d’où l’on peut conclure que k 
est l’ordre du cycle sy” et donc (16) implique, d'après la remarque 
précédente, que & est divisible par s, ce qui contredit la définition 
du nombre k. 


8. Groupes de Betti modulo 1 (relativement au groupe de coef- 
ficients R,). Faisons tout d'abord une remarque générale, dont nous 
nous sommes en fait servis dans certains cas particuliers. Soit com- 
me toujours À un complexe cellulaire fini quelconque et soient deux 
groupes abéliens A et S et un homomorphisme @: A — $. En 


posant pour une chaîne quelconque 2° = D'ait? € L'(K, %) 
pr = 2 (qu)tle LP (K, B), 

nous obtenons un homomorphisme des groupes de chaînes 
p: LP(K, À) = LP (K, S). 

Montrons que l'homomorphisme œ est permutable avec l'opérateur A : 


Az? = Aqu? 
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pour toute chaîne 27 € L? (K, X). Il suffit évidemment de vérifier 
l'égalité pour une chaîne d’un seul terme 2° — at? ; mais 


pAai? — 2 a (£P . 17) à — à [ç (a (£P . 7") "Hi 
et 
Ap (at?) — À (a) 1P = > [@ (a) (LP . 57) 17. 


4 


«+ 


Il reste à remarquer que (#P:17"1) = +1 ou ({P:47-1) — 0, de 
sorte que dans tous ces cas on a (a (&: 45 ")) = (a) (#P: 177"). 
La permutabilité de @ et A est démontrée. Par conséquent, l’homo- 
morphisme q applique un cycle dans un cycle, donc on a l’homomor- 


phisme 
® : ZP (Æ, 21) — ZP (K, S), 


qui applique tout cycle homologue à zéro (pour A) dans un cycle 
homologue à zéro (pour $). On a donc l’homomorphisme 


p: AP(X, A) —+ AP(K, #). 


Remarquons que ce dernier homomorphisme n’est pas nécessai- 
rement un isomorphisme, même lorsque @: # —> $ était isomor- 
phe. Nous l’avons déjà vu pour l'exemple A = 7, 8 — À. D'autre 
part, un monomorphisme Lt: À —+ À induit un monomorphisme des 
groupes d’homologies. 

Considérons maintenant les groupes À, ŸN,, et l’homomorphisme 
naturel t,: R — À. Comme précédemment, nous avons 


27 (X, R) = Z7(K, h). 


Désignons par Z,;(K, À) le sous-groupe 1,2” (X, fÀ) du groupe 
Z' (K, R,) et appellerons ses éléments cycles du premier type (mo- 
dulo 1) du complexe Æ. Autrement dit, un cycle du premier type 
est un cycle modulo 1 de la forme z; = 1,7”, où z° est un cycle rationnel. 

Nous allons voir qu’il existe (en général) des cycles modulo 1 
qui ne sont pas du premier type. ils seront dits cycles du deuxième 
type. Mais allons montrer tout d’abord que chaque cycle modulo 1 
homologue à zéro (modulo 1) est un cycle du premier type. 

En effet, soit z° — Azx’*!, où z;*! est une chaîne modulo 1. Pre- 
nons une chaîne rationnelle z'*! telle que l’on ait zi*! — t,x"*!; 
alors 

D'NL  =NGr = nier 


ce qui signifie justement que le cycle z° est du premier type. 
Proposition 3. Le groupe quotient 
ZT (K, Rs) — Z7 (X, R)) 
est isomorphe au groupe OK. 
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Démonstration. Nous construirons un homomorphisme 
du groupe Z” sur le groupe de torsion 6"! qui fera correspondre les. 
cycles du premier type et eux seuls à l'élément nul du groupe 87. 


Soit © un cycle de dimension r relativement à %,; alors & — 
= 1,ÿ”, où y’ est une chaîne rationnelle ; en mettant au même déno- 


e L] L ] 1 
minateur les coefficients de cellules de y”, on peut poser y"=— 32, 
m 
où m est un entier et x” une chaîne entière. Ainsi 


(47) = ta. 


Le fait que &” est un cycle signifie que les coefficients de toutes les: 
cellules dans u+ Az” sont égaux à l'élément nul du groupe f,, i.e. 


tous les coefficients de La sont entiers, autrement dit 
(18) Az" = m2", 


où z"-! est une chaîne entière et en outre (puisque Az” est un cycle} 
cette chaîne est un cycle entier. 

Si pour le même cycle &” on a, en plus de (17) et (18), les égalités 
analogues 


A7) faute, 
(18°) Az'=m'?, 


on peut déduire de (17) et (17°) l'existence d'une chaîne entière u” 
telle que 


et donc, d’après (18) et (18’), 
ARE 271 + Au, 
z' z1 pour T: 


Par conséquent, la classe d’homologie des cycles z7! de dimension. 
r — 1 dans (18) se détermine de manière unique par le cycle £”, 
et nous pouvons désigner cette classe par AL”. Puisque (18) implique- 
mz" 1 0, l'élément Ë’ appartient au groupe de torsion 8”. 
Inversement, si 27! est un cycle entier de dimension r — 1 d'ordre 
fini, i.e. un cycle dont la classe d'homologie est un élément du grou- 
pe O1, il existe alors un entier m et une chaîne entière x’ tels que 
l'égalité (18) est satisfaite ; la chaîne &” relativement au groupe de- 
coefficients À, définie par l'égalité (17) est d’après (18) un cycle 
pour lequel h &” est par définition la classe d'homologie qui contient 
PAGE Ainsi, k est une application univoque du groupe Z7 sur le grou- 
pe 97. 
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Cette application est un homomorphisme. En effet, soient £&” 
et ©: des cycles qui vérifient les égalités (17), (18) et aussi respec- 
tivement 


r 1 
(173) HU) 
(18:) Azy == muazs 
Alors 
: 1 ; 
(19) C+h=u (mr +maxi), 
(20) À (m2 + mai) = mm (27 +217). 


D'après (19) et (20), À (£7 + &7) est la classe d’homologie du cycle 
27! + z1 et donc À (8 + ET) — h£ + h£. Mais cela signifie 
justement que k est un hbomomorphisme. Il reste à démontrer que 
hÜ —= 0 si et seulement si &” est un cycle du premier type. 
Premièrement, supposons que ©” est un cycle du premier type. 


Alors la chaîne rationnelle Lr et, donc, la chaïne entière x’ dans 


(17) peuvent être considérées comme des cycles ; d'où, d’après (18), 
274 = 0 et donc k& = 0. 

Deuxièmement, soit hk£ — 0. Alors 27! dans (18) peut être 
considéré comme étant une frontière, i.e. on peut poser z7! = Au”, où 
u” est une chaîne entière ; alors Az’ —mAu’ = 0 et donc = —mu =7 


x . 1 1 | 
est une chaîne entière ; on a Ë=t, —2 =1,, [—27 Lu) =r — 3: 
, - 1 m 1 m 1 m ? 


° | Ld LI e 
‘ensuite, dd étant un cycle rationnel, £” est un cycle du premier 


type. Tout est alors démontré. 
Maintenant faisons la remarque suivante. 


Remarque 7. Si 67 est un cycle du premier type, 02 = 
= 1,27, Z EZ'(X, R) et 6 est un nombre entier, alors 


1 1 4 
= 07 =+ it 3%» 


de sorte que z° est également un cycle du premier type. Ainsi le 
groupe Zj (K, R,) est un sous-groupe fermé par division du groupe 
ZT (K, R;1). Par conséquent, le groupe Z'” (X, R1) est la somme di- 
recte du groupe Z7 (X, %,) et d’un groupe isomorphe à 8". Puis- 
que, comme nous l'avons déjà vu, H”(X, ,) = Z7;, le théorème B 
(du n° 4) implique que le groupe quotient A’(K, }N,)—Z"(X, R:) — 
— HT (K, R;) est isomorphe à la somme directe du groupe quo-. 
tient Z? — H° et du groupe 97!. Nous laissons au lecteur le soin 
de démontrer *) la 


*) On trouvera la démonstration de la formule ci-dessous dans [TC], cha- 
pitre 9, $ 4. 
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Proposition 4. Le groupe quotient Z5 — H° est la somme directe 
des groupes RŸ, i = 1, ..., p, isomorphes au groupe À, où p est 
le nombre de Betti de dimension r du complexe K, de sorte que 


P. 
A’ (K, hi) SH b SU e"*. 
1= | 


9. Groupes de Betti à coefficients dans x. L'objet de ce paragraphe est de 
démontrer une assertion analogue à la proposition 3 de la section précédente 
pour le groupe de coefficients x. Puisque le raisonnement reste pratiquement 
inchangé, nous nous limiterors à indiquer les grandes lignes des constructions 
et des démonstrations. 

Comme toujours, X est un complexe cellulaire fini quelconque. La projec- 
tion naturelle 1: R — x engendre un homomorphisme 


sa: AT(X, R) —+ ATK, x). 


Les cycles du groupe 2" (K, R) = Z7 sont dits cycles du premier type, et l'on 
vérifie facilement que 


H"(K,*%) = Z1. 


Proposition 3,. Le groupe quotient ZT (K, x)—ZY% (considéré ici sans sa 
topologie) est isomorphe au groupe Or-\K. 

Pour un cycle quelconque z"€E Z'(K, x) nous trouverons une chaîne 
z"' ELT(K, R) pour laquelle xx7 = 27. Puisque nAzxr = Anzr = Azr = 0, 
le cycle Azr = zr-1 doit être entier: Az E Zr-1 (X, Z). Le lecteur vérifiera faci- 
lement, comme pour le groupe de coefficients %,, que l'application qui fait 
correspondre à chaque cycle zr la classe d'homologie Uri) Ar-1(K, D) du 
cycle 2-1 = Azr est un hbomomorphisme surjectif du groupe Z7 (X, x) sur tout le 
groupe Qr-1 (Æ, 7) et que le noyau de ce homomorphisme est le groupe des cycles 
du premier type. 

Le seul raisonnement original dans cette démonstration intervient lors- 
qu'il faut montrer que les cycles construits z7-1 sont d'ordre fini (dans le groupe 
AT-1 (A, 1)). Mais par construction z7-1 = Ar. Le cycle 3"-1 est entier et donc 
a fortiori rationnel et, par conséquent, homologue à zéro relativement à R. 
Dans la section 4 nous avons vu qu’il est alors homologue à zéro également pour 


R, i.e. zr-1 = Ayr, yr = >: + t*. Mettant au même dénominateur les coeffi- 
i 
4 
, k; ® 
cients de la chaîne y”, nous obtenons y' — >. — t- La chaîne ny” est entière 


i 
et nzr-1 = Anyr. Par conséquent, le cycle 2-1 est d'ordre <n. 
Faisons encore une remarque dont nous aurons besoin au chapitre 3. 


Remarque. L'homomorphisme 


rt : AT(X, R1) —+ AT(K, x) 
est injectif. 


Démonstration. Avant tout, indiquons l'égalité évidente x = tr 
dans laquelle & désigne aussi bien l’homomorphisme À# —+ R que l'homomorphis- 
me h: — XX. 

Soit 2€ Z7T(K, Ju) et uzy = Az, 2, € L'ti(K, x). Il faut démontrer l'exis- 
tence d'une chaîne z,€ L't1(K, Rs) telle que Az = tz4. 
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Premièrement, nous avons vu que tout cycle homologue à zéro est un cycle 
du premier type, de sorte que 1z — xz, z EZ"(K, R). Il est alors évident que z 
est un cycle rationnel et z, = t12. 

Supposons ensuite que x € Lt! (K, R) est une chaîne quelconque avec 
sx = 1, Alors 

nÂz = Anxz = Ar, = 14 = it2 = nu, 
d’où 
n (Az — 12) = 0. 

Par conséquent, le cycle Az — 12 = z7 est entier, le cycle z,; + Lz est rationnel 
et homologue à zéro pour R. Mais nous savons qu'il est également homologue 
à zéro pour À: 27 + 12 = Arg Pour une certaine chaîne zp € L'* (K, R)- 


Donc 
Atizp = RAT =n(zr+ is) =muz=tUti2= 14, 


i.e. tz, — O0 pour %;,; la remarque est démontrée. 
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Dans la suite, À sera un complexe simplicial fini et complet et 
%, un groupe abélien quelconque. 


1. Le groupe A° (K, A). Un cycle de dimension nulle = d'ae; 
i=0 


d’un complexe simplicial complet X (de sommets e,, ..., e,} 
sera dit normal s'il satisfait à la condition D a; = 0. 
î 


Remarque 1. La somme des coefficients D a; (« somme des 
valeurs ») du cycle z° de dimension nulle est parfois appelée (L. Pon- 
triaguine) index de ce cycle. Dans cette optique les cycles normaux 
sont des cycles d’index nul. 

Il est évident que la somme de deux cycles normaux est un cycle 
normal ; si 2° est un cycle normal, alors —2° l’est aussi: un cycle 
de dimension nulle identiquement nul est un cycle normal. Par con- 
séquent, les cycles normaux de dimension nulle forment un sous- 
groupe Z®(XK, A) du groupe Z(K, A) = L°(K, À). 

D'autre part, si x! est une chaîne d’un seul terme de dimension 


xl — at}, ti = (ei ex), 
alors 
Az! — aAt} = € (es, — €t9)» 


i.e. la frontière d'une chaîne d’un seul terme de dimension est un 
cycle normal. Puisque toute chaîne est une somme de chaînes d’un 
seul terme, on a la 


Proposition 1. La frontière de toute chaîne de dimension 1 est un 
cycle normal de dimension nulle, de sorte que H°(K,X)=Z® (K, A). 

Le groupe quotient Z2®(X, A) — H°(X, A) sera désigné par 
AV (X, À). 
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Remarque 2. Tout cycle z° de dimension nulle, homologue 
dans X à un cycle normal 2°, est lui-même normal. 

En effet, il découle de la proposition 1 que z° — z° est un cycle 
normal, et donc Ja somme des valeurs des cycles 2° et z° est la même, 
et puisque cette somme est nulle pour 2°, elle l’est aussi pour z. 

Démontrons maintenant la réciproque de la proposition 1 pour 
le cas d’un complèxe connexe: 


Proposition 2. Tout cycle normal de dimension nulle d'un com- 
plexe connexe est homologue à zéro. 
Supposons que 


S 
AE > a;e; 
{= 1 
est un cycle normal. Puisque D a; = 0, ie. a = —@ —...—a,, 


on a 
8 
= D; a (e; —es) 
i=2 


et il suffit de démontrer que les cycles e; — e, de dimension nulle 
sont homologues à zéro dans X. 

Puisque X est un complexe connexe, il existe une ligne brisée 
qui joint les sommets e, et e; dans le complexe X. 

Soit 

CE ire ee Ci Ei 
cette ligne brisée. Posons 
zi — (esei) + (eueis) He. + (e4,ei). 
Il est évident que 
Axt= (eu —es) + (ess — is) +... + (ei —ei,) = €; —e: 

ce qui démontre la proposition 2. 


Proposition 3. Soit e, un sommet du complexe connexe K; tout 
cycle de dimension nulle 7% du complexe K est homologue à un cycle 
d'un seul terme de la forme ae,, où a est un élément du groupe des coef- 
ficients À. 

En effet, soit = Dlae;; posons Da; = a, alors 2° — ae, est 

Li 
un cycle normal et par conséquent 
La Dee d£ nf 0, 


ce qu'il fallait démontrer. 

Ainsi, il y a une bijection entre les classes d’'homologie de di- 
mension nulle d’un complexe connexe Æ et les cycles de la forme ae, 
et donc les éléments a du groupe %. Nous avons démontré la 
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Proposition 4. Si X est un complexe connexe, le groupe A° (K, %) 
est isomorphe au groupe À. 
On déduit de la proposition 4 (pour À = 7, A — Z,,) le 


Corollaire. Le nombre de Betti de dimension nulle et le nombre de 
Betti de dimension nulle modulo m où m est un nombre premier, pour 
tout complexe connexe, sont tous les deux égaux à 1. 

Le théorème suivant généralise la proposition 4: 


Théorème 10,. Soient K un complexe simplicial complet et p le 
nombre de ses composantes. Alors le groupe A°(K, {) est La somme di- 
recte A, + . .. + À, de p copies d'un groupe isomorphe au groupe TX. 


Démonstration. Soient À,, v = 1, 2, ..., p, les com- 
posantes du complexe X ; choisissons dans chaque À, un sommet e.. 
Nous avons alors pour tout cycle de dimension nulle 2 E Z(X, X) 


p 
n= D, 2 —J{ 2. 
v=1 % 


En même temps, d’après la proposition 3, 
zj — ae, dans 4, 


pour un certain a, € Y. 
Il reste à démontrer que les classes d’homologie des cycles e,, . .. 
-., en de dimension nulle sont indépendantes entre elles. Autre- 
ment dit, il s'agit de démontrer l’assertion suivante : si la combi- 
naison linéaire >c.e, est la frontière d'une certaine chaîne 2! de 
dimension 1: 


p 
Ax! — > Cylvys 
va=1 


alors qq = co =...—c, = 0. 

Démontrons cette assertion. 

Chaque composante À, est un sous-complexe à la fois ouvert et 
fermé du complexe X, par conséquent (en vertu de la permutabilité 


des opérateurs À et J4,) on a 
ce, — J4, Az! = AJ 2 


et donc ce, — 0 dans À,, ce qui signifie (d'après la proposition 1) 
que c, —0. Le théorème 10, est démontré. On en déduit (pour 
A = ZI et A = JZh) le 

Corollaire. Le nombre de Betti d'un complexe simplicial complet K 
est égal au nombre de composantes de ce complexe. 

On déduit facilement des faits démontrés l’assertion impor- 
tante suivante. 
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Proposition 5. Si A — 7 et si pour un certain entier c 0 le 
cycle cz° est homologue à zéro dans K, alors le cycle 2° est également 
homologue à zéro dans K. 

D'où il découle que le groupe A°X ne contient aucun élément 
non nul d'ordre fini. 

Pour la démonstration supposons que cz? — O0 dans K: : 


2 = La” 
Alors, en désignant par À, les composantes du complexe X, on a 
J À, cz0 — AJ ré L', 


d’où il découle, en vertu de la proposition 1, que J* A: cz° est un cycle 


normal. Mais alors J# A,7° est également un cycle orme et donc. 
en vertu de la proposition 2, 


JA D = 0 dans À,, 
m=>Ji2-0 dans K, 
ce qu'il fallait démontrer. 


2. Le groupe V°(K, X). Un cocycle de dimension nulle ne peut 
évidemment être cohomologue à zéro (puisqu'il n'existe pas de chaîne 
de dimension —1). Par conséquent, 
on a V°(K, A)—=2Z°(X, À) pour À 
tout complexe cellulaire X. Pour se | 
représenter intuitivement un cocycle 
de dimension nulle, considérons par 
exemple le complexe Æ constitué par 
tous les sommets, les arêtes et les 
faces de dimension deux du tétraèdre 
| Oo €, € es | (fig. 1). Supposons que 
la chaîne zx° de dimension nulle prend 
la valeur 1 au sommet o, la valeur 2. 
zéro sur tous les autres sommets du e, 
tétraèdre. Alors Vz° est une chaîne z! 
de dimension 1, qui prend la valeur 2 
unité sur tous les simplexes de dimen- 
sion À de la forme (e; 0), i = 1,2,3 Fig. 1 
et qui s’annule sur toutes les autres 
arêtes du tétraèdre. L'égalité V V x — 0 pour toute chaîne x implique 
que z! Ya est un cocycle; il est recommandé au lecteur de le 
vérifier directement. 

Passant maintenant à la considération du cas général des cocycles 
de dimension nulle d’un complexe simplicial complet X, supposons 
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d'abord que le complexe X est connexe et que :° est un certain co- 
cycle de dimension nulle de ce complexe. Démontrons que le cocycle 
z° prend la même valeur sur tous les sommets e; du complexe X. 
Etant donné la connexité du complexe K, il suffit de démontrer que % 
prend des valeurs égales aux deux extrémités e;, e, d’un segment 
quelconque | ee | € K. Mais cette assertion découle directement du 
fait que V:° prend la valeur (2°, e,;) — (2°, e;) sur (e;e,). Récipro- 
quement, si une chaîne r° de dimension nulle prend une même valeur 
sur tous les sommets du complexe X, alors V2° a la valeur (z°, e;) — 
— (2, e;) = 0 sur tout simplexe de dimension 1 (e,e:), i.e. 2° est un 
cocycle. Ainsi, les cocycles de dimension nulle d'un complexe simplicial 
complet K peuvent être définis comme étant les chaînes de dimension 
nulle, constantes sur K, ïi.e. prenant une même valeur sur tous les 
sommets de À. On en déduit immédiatement que les cocycles de 
dimension nulle d'un complexe}simplicial complet quelconque X 
peuvent être définis comme étant les chaînes de dimension nulle, 
constantes sur ‘chaque composante du complexe X. 
Puisque V° (X, X) = Z°(K, A), nous avons maintenant 


Théorème 10y. Le groupe V° (K, À) est la somme directe de groupes 
isomorphes chacun au groupe des coefficients A dont le nombre est égal 
au nombre de composantes du complexe K. 

Autrement dit, on a‘la 


Proposition 6. Les groupes V° (K, À) et A°(K, À) d'un com- 
plexe simplicial complet K sont isomorphes entre eux (quel que soit le 
groupe des coefficients X). 


$ 6. Exemples élémentaires de calcul 
des groupes d’homologie *) 


1°. Soit X le complexe qui consiste de tous les segments | ee, |, 
Jeses |, +. …, les-1e, let de tous les sommets e,, e,, . . ., e, d'une 
ligne brisée non fermée e,e, . .. e, (sur la figure 2 on a pris s = 7). 

Démontrons que le groupe A!X est nul. Posons ét = (e;e,.;,), 

ER RER 

Supposons que z! — Dati est un cycle. Alors tous les a, sont 
égaux entre eux. En effet, dans le cas contraire, on aurait pu trouver 
deux segments adjacents #-1 et t} sur lesquels le cycle aurait pris 
des valeurs distinctes a; _, et a;. Mais dans ce cas la chaîne Az! aurait 
pris au sommet commun e;"de ces segments la valeur a;_, — a; 0 
et donc z! ne serait pas un cycle. 


*) Des exemples plus compliqués seront envisagés au chap. 2, $ 1, n° 3. 
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Ainsi, tous les a; sont égaux au même a € X: 


S 
z=a dt 
im 
mais Adé —e, —e,;, donc Az! = a(e, —e,); puisque z‘est un 
cycle, on a a = 0, ce qu'il fallait démontrer. 
2°. Le complexe X consiste de tous les segments et de tous les 
sommets d’une ligne brisée fermée (fig. 3). Orientons tous les seg- 


L, t t é, ts té 
rt —_——— 5 —_—2 dd ——_— 5 —— 
€ €? lx le Cf 7 € 

Fig. 2 


ments dans une même direction, par exemple dans le sens antiho- 
raire. Les simplexes orientés obtenus de dimension 1 seront désignés 
par tj. Supposons que 
6 
21 — > ait} 
{=1 


est un cycle. D'une manière tout à fait analogue à l'exemple pré- 
cédent, on démontre que tous les a; sont égaux entre eux, de sorte 
que tout cycle de dimension 1 du 
complexe X est de la forme 


zi=a > À. 


D'autre part, il est aisé de voir que 


S'4 ,et donca D}4, pour tout a, est un 
cycle et par conséquent le groupe Z'K 
est composé de toutes les chaînes de 
la forme aÿit}, où a est un élément 
quelconque du groupe %. Par con- \ 
séquent, A!X = Z!K = Y *); en par- 7 &! s 
ticulier, pour % = J le groupe A'K Fig. 3 
est un groupe cyclique infini. 

3°. Le complexe X est composé de tous les segments et de tous 
les sommets de deux lignes brisées fermées qui possèdent un sommet 
commun (fig. 4). 

Orientons chacune de ces lignes dans une direction déterminée 
(par exemple en supposant qu'elles sont dans un même plan et le 
sens de parcours est antihoraire). Les segments de la première de 


*) Le signe « = » désigne ici l’isomorphisme de groupes. 
5—0139 
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ces lignes, munis de cette orientation, seront désignés par #!, et 
ceux de la seconde par #44. 

Alors tout cycle z! € Z1!X prend sur chaque segment d’une de ces 
lignes brisées une même valeur, par exemple la valeur a, sur tous 


les tl; et la valeur a, Sur tous les th: cette chaîne est donc de la forme 


z'=0; dtitedti 
ou, .si l’on pose 
\ NT 
Zi = D lis 22 D OR 
elle peut être écrite sous la forme 
z' = az} + a,2. 


D'autre part, puisque z! et zl sont des cycles, toutes les chaînes de 
la forme a,z, + a,z} le sont également ; ensuite, on voit facilement que 


az; + az = 0 
si et seulement si a, — a, — 0. Autrement dit. le groupe 
AK — Z‘K 


est isomorphe à la somme directe A + A. Pour A = J; le groupe 
A1KX = Z1K est un groupe abélien libre de rang 2. | 

4°. Soit X le complexe de dimension 1 qui consiste de tous les 
segments représentés sur la figure 5 et de leurs sommets. 

Tout cycle z! de dimension 1 de ce complexe est identiquement nul, 
s'il s’annule sur tous Jes segments horizontaux du complexe Æ non 
situés sur l’arête AB du carré ABCD. 

En effet, en considérant séparément les verticales AD, EF, PO 
et BC, nous pouvons vérifier en reprenant les raisonnements de 1° 
que z! s’annule sur chacun des segments du complexe X situés sur 
chacune des verticales. Appliquant ensuite les raisonnements de 1° 
à AB nous nous convainquons que z! est nul sur tous les segments du 
complexe Æ situés sur l’arête AB. 
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5°. Soit Æ, le complexe de dimension 2 représenté sur la figure 6; 
il consiste de 18 triangles, leurs côtés et leurs sommets. Désignons 


par K o le sous-complexe du complexe X, constitué par tous les élé- 
ments de X, situés sur la frontière du carré ABCD. Orientons la 
frontière du carré ABCD dans le sens antihoraire ; les 12 segments 


LD F Ÿ C 
4 Ë P 8 
Fig. 5 


) e # … ee ‘ 
ainsi orientés du complexe XÆ, seront désignés par {}, ..., 1. 


12 

Le cycle > f! sera noté z!. Enfin, les 18 triangles du complexe K.. 
i=1 

orientés dans le sens antihoraire, seront désignés par ff. ..., É.. 

Démontrons tout d’abord le 


Lemme. Dans K,. chaque cycle de dimension 1 est homologue à 
zéro, i.e. AK, = 0. 


Démonstration. Pour chaque segment orienté t, hori- 
zontal ou diagonal, du complexe X, de la figure 6, nous définissons 
le cycle de dimension 1 z ({) comme étant la chaîne qui prend Ja 
valeur unité sur les segments orientés suivants: 

— le segment t; 

— les segments verticaux qui joignent le point terminal de & 
au segment AB: 

— la projection du segment —1t sur AB; 

— le segment vertical ascendant qui se termine au point ini- 
tial de é. 

Sur les autres segments du complexe X, le cycle z (t) est nul par 


définition. 
33 


Soit maintenant z!:- > a;t} un cycle donné de dimension 1 du 
=: 


complexe X,. Les orientations de t} ont déjà été choisies pour i = 1, 
58 
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2, ..., 12; pour les autres 21 segments, nous choisissons les orien- 
tations d'une manière quelconque, par exemple, de gauche à droite 
et de bas en haut. 

Construisons le cycle 


2 = 21 — D'ayz (ti), 


où l'on calcule la somme D sur tous les simplexes # horizontaux 
et diagonaux; comme chaque cycle z (é!) est évidemment la fron- 
tière d'un certain quadrilatère composé de triangles *) du complexe 
K,, on peut aisément démontrer que z! — z'; en ce qui concerne le 
cycle z’, les éléments sur lesquels il ne s'’annule pas sont soit des 
segments verticaux, soit des segments horizontaux situés sur AB; 
d’où il découle, en vertu de 4°, que z’ = 0 et donc 2! = 0. 
Désignons par U le sous-complexe ouvert 


U — RSCK 


du complexe X,. Puisque A!(X,) = A (K,) = 0, il découle de la 
remarque à du $ 3 (p. 32) que AU = 0, i.e. chaque cycle de di- 
mension 1 du complexe U est homologue à zéro dans U. Le lecteur 
démontrera facilement que le groupe A°U est nul également. Ces 
précisions nous serviront ($ S) pour l'étude d'exemples ultérieurs 
moins simples. 


$ 7. Pseudo-variétés **) 


1. Définition des pseudo-variétés. Un complexe simplicial X 
de dimension », ouvert dans son adhérence combinatoire, s'appelle 
pseudo-variété combinatoire de dimension n s'il est fortement con- 
nexe ***) et si, en outre, chaque simplexe de dimension nr — 1 de 
ce complexe est la face d’'exactement 2 simplexes de dimension r 
qui lui appartiennent. 


Remarque 1. Les pseudo-variétés qui sont des complexes 
complets sont généralement appelées pseudo-variétés complètes ou 
fermées; les pseudo-variétés non complètes sont dites ouvertes. 

En plus des pseudo-variétés complètes que nous venons de défi- 
nir, on considère également les pseudo-variétés à bord: 


*) C'est-à-dire la frontière d’une chaîne qui prend la même valeur +1 
ou —1 sur chacun des triangles (orientés contre les aiguilles d’une montre) de 
ce quadrilatère et s'annule sur les autres triangles. Un tel quadrilatère est 
hachuré sur la figure 6. 

**) La notion de pseudo-variété a été introduite par Brouwer. 

***) Un complexe X est fortement connexe si pour deux points quelcon- 
ques p, q € K il existe une suite de simplexes T?, . .., T? tels que [T?] 3 p, 
[T?] 3 g et chaque couple de simplexes voisins de la suite a une face commune 
de dimension nr — 1.— Note du traducteur. 
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Un complexe simplicial fortement connexe de dimension ‘nr 
complet et fini s'appelle pseudo-variété combinatoire à bord, de di- 
mension n, si chaque simplexe de dimension nr —1 du complexe A 
est la face de deux ou de un simplexe de dimension 7. Le sous-com- 
plexe de Æ, qui consiste de toutes les faces propres et impropres de 
tous les simplexes de dimension r7—1 de Æ qui sont soumis *) 
à un seul simplexe de dimension x de X, s'appelle bord du complexe K. 

Chaque pseudo-variété complète est un cas particulier d'une 
pseudo-variété à bord : le bord dans ce cas est l'ensemble vide. 


2. Exemples de pseudo-variétés. 1°. Une ligne brisée fermée 


Eee +. - ES, est un exemple d'une pseudo-variété complète X1 
de dimension 1, qui consiste des sommets e,, e., . .., e, et des sim- 


plexes de dimension 1 ejes. esez, . . ., es_16s €,e1. 


Cr 


Fig. 7 Fig. 8 


On voit facilement que cet exemple (pour diverses valeurs de s) 
épuise tous les cas (à isomorphisme près) de pseudo-variétés com- 
plètes de dimension 1. 

2°. Toute triangulation d'une surface fermée est un exemple 
d'une pseudo-variété fermée de dimension 2. De même, toute 
triangulation d'une surface à bord peut servir d'exemple de pseudo- 
variété de dimension 2 à bord. 

3°. Si nous identifions deux sommets opposés d'un octaèdre 
(fig. 7), nous obtenons un polyèdre topologique de dimension 2, dont 
les triangulations peuvent servir d'exemple de pseudo-variétés fer- 
mées de dimension 2 qui ne sont pas des triangulations d’une surface. 


*) Le simplexe 7’ est soumis au simplexe T (notation: 7° < T) si 7’ 
est une face du simplexe 7. 


70 NOTIONS FONDAMENTALES DE LA TOPOLOGIE COMBINATOIRE [CH. 1 


Le solide correspondant (donné avec une certaine triangulation) est 
une pseudo-variété à bord de dimension 3. 

4. Au contraire, si nous identifions les sommets de deux pyra- 
mides (fig. 8), nous n'obtiendrons même pas une pseudo-variété à 
bord. 


5°. Le complexe K, XX, considéré au n° 5 du paragraphe précé- 
dent est une pseudo-variété ouverte de dimension 2. 

6°. Toute subdivision d’un simplexe ouvert ou, plus générale- 
ment d'un polyèdre convexe ouvert T”, est une pseudo-variété 
ouverte de dimension nr, tandis que toute subdivision du complexe 7”, 
qui est l’adhérence combinatoire du simplexe 7”, est une pseudo- 
variété de dimension 7x à bord. Dans ce cas le bord est une pseudo- 
variété fermés de dimension nr —1. 


3. Pseudo-variétés orientables. Soient Ti et T; deux simplexes 
de dimension nr, éléments d’une pseudo-variété X” de dimension r 
qui possèdent une face commune 7?! de dimension 7 — 1. Soit 
tt une certaine orientation du simplexe 7?”'; les orientations f? 
et t; des simplexes T? et T} sont dites cohérentes si 


(1) (Cie 1) = — (Ep 
ILest évident que cette définition ne dépend pas du choix de l'orien- 


tation #7! du simplexe T5. 
Supposons maintenant que 


(2) do To ce. Ti 


sont les simplexes d’une pseudo-variété À de dimension n. 
Les orientations 


(3, Hs. Hs es D 


de ces simplexes sont dites cohérentes entre elles si pour chaque 
couple de simplexes # et & de (3) qui possèdent une face commune de 
dimension nr — 4 les orientations € et f} sont cohérentes. 

Une pseudo-variété ou une pseudo-variété à bord X de dimen- 
sion nest dite orientable si les orientations (3) de tous les simplexes {7 
de dimension x peuvent être choisies cohérentes; dans le cas con- 
traire X s'appelle non orientable. 

Ainsi, si À est une pseudo-variété non orientable (ou une pseudo- 
variété à bord non orientable), on peut trouver, quelles que soient 
les orientations { de tous les simplexes 7; € À de dimension n, 
au moins une paire d'’orientations non cohérentes f}, {x de deux sim- 
plexes adjacents Tx, TK. 

Remarque 2. Soient À” une pszulo-variété à bord et Æ7”1 
son bord. On voit facilement que X” est orientable si et seulement 
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si La pseudo-variété 4° X Æ"°! non complète est orientable. Par: con- 
séquent, toutes les questions liées à l'orientation des pseudo-variétés 
à bord se ramènent directement aux questions analogues pour les 
pseudo-variétés (non complètes) sans bord. 


Exemples. 1°. Le bord d'un simplexe de dimension 7 (iï.e. le 
complexe [TI T") est une pseudo-variété orientable de dimen- 
sion 7 — !. Pour s'en convaincre il suffit de choisir une orientation 
quelconque !{" du simplexe 7” et des orientations tj"! de ses faces 
de dimension r — 1 telles que (#: 471) = 1. 

2°. Les triangulations du plan projectif et de la surface de Klein, 
indiquées pp. 99-100. sont des pseudo-variétés non orientables fer- 
mées. 

3°. Si l’on enlève d’une triangulation quelconque du ruban de 
Mœæbius (p. 100) tous, les éléments situés sur son bord, on obtient une 
psudo-variété non orientable ouverte. Nous laissons au lecteur le 
soin de démontrer les assertions 2° et 3°. 

Si 
(4) 1h Three ds 


est l’ensemble de tous les simplexes de dimension #7 d'une pseudo- 
variété orientable Æ et les orientations 


(5°) di, 7, ..., ts 


sont cohérentes, alors les orientations 
5-) ER es CE 


sont évidemment également cohérentes. 

D'autre part, si les orientations # et {; de deux simplexes T%? 
et T} ayant une face commune de dimension r — 1 sont non cohé- 
rentes, alors les orientations —#} et —t} sont aussi non cohérentes. 
Par conséquent, le choix d'une orientation bien déterminée t;" d’un 
simplexe quelconque 7; définit de manière unique les orientations 
de tous les simplexes qui possèdent une face de dimension r — 1 
commune avec T?, et par conséquent (en vertu de la connexité forte 


du complexe X”) les orientations cohérentes de tous les simplexes (4). 
Ainsi : 


Proposition 1. [l existe seulement deux ensembles d'orientations 
cohérentes de tous les simplexes de dimension n d'une pseudo-variété 
orientable K de dimension n : si (5*) est un ensemble d’'orientations cohé- 
rentes des simplexes (4), le deurième ensemble est (5”). 

Supposons toujours que (4) est l’ensemble de tous les simplexes de 
dimension n# de la pseudo-variété À de dimension n. Les orientations 
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(5) des simplexes (4) sont cohérentes si et seulement si la chaîne 


(6) A= 2 
est un cycle. 

Ceci découle directement du fait que la valeur de la chaîne Az? 
sur tout #7"! est 


H:)+ (tit), 
où |é£4 | et | 45 | sont les simplexes adjacents au simplexe | |] 
de X. Le cycle z = 2 t* s'appelle orientation de la pseudo-variété X. 
4 


Cette définition permet d'énoncer la proposition 1 de la manière 
suivante : 

Soit K” une pseudo-variété orientable et soit (5*) l'ensemble des 
orientations cohérentes des simplexes de dimension n du complexe K. 


Alors K possède deux et seulement deux orientations: 2? = D tr et 
—2 = D (—#). 


4. Théorèmes fondamentaux concernant les pseudo-variétés orien- 
tables. 


Théorème 11. Le groupe A"(K”, I) — Z"(K”, I) d'une pseudo- 
variété orientable de dimension n est un groupe cyclique infini, dont 
chacune des deux orientations de K est l'élément générateur. 


Ce théorème découle immédiatement de l’assertion suivante: 


Théorème 11”. Chaque cycle 7" E Z" (K, %) de dimension n de 
la pseudo-variété K" est de la forme z" — azï, où z* est une orientation 
quelconque de K"eta € . 


Démonstration. Il suffit de vérifier que chaque cycle 
z" de la pseudo-variété K”" prend la même valeur sur chacun des 
simplexes 
HÉRREE 
d’orientations cohérentes. Cette assertion, en vertu de la connectivité 
forte de K”, peut être démontrée à son tour pour le cas particulier 
de deux simplexes f} et #} à face commune |+t?* | de dimension 


n — 1. Mais, puisque z" — D a;t* est un cycle, on a 
O= (A2, #73) = au (ER 2077) an (2) 
et puisque, d’après la cohérence 
(Hiu)= — (67), 


on a en définitive a; = ap, ce qu'il fallait démontrer. 
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Remarque3. Puisque, d’une part, toute chaîne de la forme 
azi est un cycle, nous avons démontré l’assertion suivante : 

Si K” est une pseudo-variété orientable de dimension n, alors le 
groupe A" (K”, {) est isomorphe au groupe A. 


Théorème 12. Si KX” est une pseudo-variété non orientable ou une 
pseudo-variété à bord, le groupe A” (K”, I) est nul. 


Démonstration. lIl suffit de vérifier que l'existence dans 
K" d'un cycle entier non nul 


(7) = Di ati 


implique que le bord est vide et que la pseudo-variété X” est orien- 
table. 

Démontrons avant tout que nous avons | a; | = | a; | pour le 
cycle (7), quels que soient à, h. 

Comme précédemment, il suffit de démontrer cette égalité sous 
l'hypothèse que les simplexes | #? | et | 1; | ont une face commune 
[#1 |. Mais dans ce cas, pour toute orientation #?"? de cette face 
commune, on a 


O0 = (Az, 71) = a (ti 2 1) Han (2 D), 
d'où l’on tire a = + a;,. Ensuite, puisque z" 0, on peut, en 


désignant par a la valeur commune de tous les | a, |, considérer sur 
K” le cycle entier 


1 « a; 
z! ==) et, où == +. 


Supposons que le bord de la pseudo-variété X” n'est pas vide et con- 
tient donc un simplexe f"-! de dimension nr — 1. Désignons par 


|{? | le simplexe unique de dimension » qui a &"-! pour face. Alors 
(Az, 4) =e, (HG : 21) ÆO, 


ce qui contredit le fait que z{ est un cycle. Supposons enfin que 
K”" n'a pas de bord. Pour démontrer que K” est une pseudo-variété 


orientable, il suffit de poser 4" = e;t? :; on voit alors immédiatement 


que le cycle 
2-Dut=2t 


est une orientation de la pseudo-variété K”. Le théorème 12 est 
démontré. 


Théorème 12. Pour chaque pseudo-variété K” de dimension n le 
groupe A" (K”, L,) est d'ordre 2. 


Démonstration. Siz"=— Da;ti EZ"(K", 1,), ou bien 
nous avons a; = 0 pour tous les {?, ou bien nous avons a; = 1 pour 
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tous les #. En effet, si l'on avait pour deux simplexes tf et t* à face 
commune [His les relations a; = 0 et a, 20, on aurait 


(Az, 71) — 1. 


On déduit de l'égalité a; = an, démontrée pour les simplexes adja- 
cents tj et} ,la même égalité pour des simplexes ti et #; quelconques, 
en vertu de la connexité forte du complexe Æ”. 


D'autre part, sur toute pseudo-variété Æ", la chaîne z" = D}? 
est un cycle modulo 2, puisque chaque simplexe UE | € K” est 


la face de deux et seulement deux simplexes |£i |, | ék |, d'où l’on 
obtient 


(Az", #1) =1+1—=0 (mod 2). 


Corollaire. Le nombre de Betti de dimension n modulo 2 est égal à 
1 pour toute pseudo-variété de dimension n. 

Donnons une nouvelle définition d’une pseudo-variété orientable, 
qui s'avère commode dans certaines situations et qui, bien entendu, 
est équivalente à la définition précédente. 

Une suite de simplexes orientés de dimension nr 


(8) loto uuat 


s'appelle suite désorientante, si 
1. Pour chaque i = 1, 2, ..., r — 1 les simplexes [47 | et 
| 1-1 | possèdent une face commune 1?" ! de dimension r — 1 :les sim- 
plexes | {4% | et |t* | possèdent également une face commune | 4%"! |. 
2. Pour i = 1, 2, ..., r—1 les orientations # eb tiy1 sont 
cohérentes ; les orientations £* et £{ sont non cohérentes , de sorte que 


(ER) = (RE: m1). 


Nous proposons au lecteur en guise d'exercice de démontrer l’asser- 
tion suivante: 

Pour qu'une pseudo-variété KT de dimension n soit non orientable, 
il est nécessaire et suffisant que l’on puisse trouver dans l'ensemble de 
ses sinplexes orientés de dimension n au moins une suite désorientante. 

La définition suivante nous servira au $ { du chap. 2. 

Une pseudo-variété orientable Æ" de dimension nr (nr > 1) est 
dite simple relativement au groupe de coefficients À, si tous les grou- 
pes A’ (K", À), 0 Lr Ln sont nuls, et sinple *) si elle est simple 
pour tout sroupe de coefficients. Le complexe qui se réduit à un seul 
point s'appelle pseudo-variété simple de dinension nulle. 


*) En fait ,la simplicité équivaut à la simplicité rolativomont au groups J. 
Ceci découle d23 résultats du chapitre 2 pour le cas de tous les groupes envisazés 
dans cet ouvrage. 
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Il est évident qu’une pseudo-variété simple de dimension nr > 0 
est toujours ouverte (puisque toute pseudo-variété fermée X” possède 
un groupe A°(Æ”, 7)" cyclique infini et donc non nul). 


5. Les groupes V"K" = V"(K", I) pour les pseudo-variétés de 
dimension n. Soit {” un simplexe orienté de dimension n de la pseu- 
do-variété X”. Alors la chaîne entière £{” (de même que chaque chaîne 
de dimension »# du complexe X”) est un cocycle que l’on appelle cocy- 
cle fondamental de la pseudo-variété K”. Démontrons qu'il n’est pas 
cohomologue à zéro dans K”. Pour cela il suffit de démontrer la 


Proposition 2. La somme des coefficients de toute chaîne entière 

x" de dimension n, cohomologue à zéro dans K”, est un nombre pair. 

Démonstration. En effet, soit x" — Vzr-i, où z"-1 — 

= D a;ttt. Alors x" = ÿ a,Vt* et il suffit de démontrer la pro- 
î 


position 2 pour les chaînes x" de la forme x" = V1?"!. Mais | #7 | 
est la face commune de deux et seulement deux simplexes de dimen- 
sion 7; désignons-les par |#% | et | & |. Si #à, & sont leurs orienta- 
tions quelconques, alors Vti" = eth + etr, où e,, &, sont égaux 
à + 1, de sorte que e, + e. est égal soit à 0, soit à +2, d’où l’on 
déduit notre assertion. 

Si À” est une pseudo-variété orientable, la proposition 2 peut 
être remplacée par une assertion plus forte. 


Proposition 2,. Supposons que >) t? est une orientation d'une pseudo- 
variété orientable K° et la chaîne x" = D a;t* est cohomologue à zéro 
dans K"; alors D a; = 0. 

En effet, pour tout #f! nous avons V#51 — — ({% — tÿ), où 
lt | et | | sont les simplexes de dimension nr qui ont | #7 | pour 
face. Autrement dit, la proposition 2, est satisfaite pour toute chaîne 
de la forme x° — Vtf et donc elle est satisfaite pour toute chaîne 
x” cohomologue à zéro sur K”. 

On peut déduire des faits démontrés la 


Proposition 3. Si |t" | € À" et K°" est une pseudo-variété orientable, 
alors Le cycle at” est cohomologue à zéro sur K" si et seulement si a = 0. 

Soient maintenant f; et {» deux simplexes orientés quelconques 
d’une pseudo-variété À" de dimension n. Alors, en désignant par — 
la cohomologie dans X”,ona 


(9) Br +. 
Etant donné la connexité forte du complexe K”, il suffit de démontrer 


cette assertion pour deux simplexes | #4 | et | { | qui possèdent une 
face commune |?” | de dimension r — 1. Mais dans ce cas 


VA = (+R: UE 
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et (tn:477)=+1, (%:477)=+1, de sorte que # +t# — 0, ce qu'il 
fallait démontrer. 
De la proposition 3 et de la cohomologie (9), nous déduisons la 


Proposition 4. Chaque chaïine x" — D ast* de dimension n d'une 
pseudo-variété K°" est cohomologue dans K” à une chaîne de la forme 
at}, où th est un simplere orienté quelconque de dimension n de cette 
pseudo-variété. 

Les propositions 3 et 4 impliquent le résultat fondamental sui- 
vant : 


Théorème 13. Soit K” une pseudo-variété orientable de dimension 
n. Dans ce cas le groupe V"K” est le groupe cyclique infini *). 


Nous proposons au lecteur de démontrer en guise d’exercice le 
fait que le groupe V"K”" d'une pseudo-variété non orientable K" est 
un groupe d'ordre 2. 


Indication. Remarquons tout d’abord que si ii et t% sont 
des orientations cohérentes, la formule (9) se transforme en t#% — fx. 
L'ayant remarqué, il faut choisir dans K” une suite désorientante 


ti, t5, Pere ls, 


ce qui donne 45... 15 — 1f, i.e. 215 — 0. De cette 
remarque et de la proposition 3 on déduit que V"Æ” est un groupe 
d'ordre 2. 


$S 8. Homomorphismes des groupes 
d’homologie et de cohomologie induits par 
une application simpliciale du complexe K 
dans le complexe K4 


1. L'homomorphisme de A'(K$) dans A’(KL). Soit une appli- 
cation simpliciale / du complexe **) X, dans le complexe KX,. 

L'application simpliciale f induit un homomorphisme du groupe 
L'K$ dans le groupe L’ÆX,, que nous désignerons toujours par f, de 
la maniére suivante. 


Soit {8 — (69 -- .- e,) un simplexe orienté quelconque du com- 
plexe X,. Si son image par l'application simpliciale f est non dégé- 
nérée, i.e. tous les sommets fe,, . . ., fe, sont distincts, alors l’image 
{ts du simplexe orienté t$ est par définition le simplexe orienté 


ftB = (feo +. . fer) 


*) Ou voit facilement qu'en général le groupe V'(Æ?, {) est isomorphe à Y. 
**) Les complexes sont supposés simpliciaux et complets; le groupe de coef- 
ficients est arbitraire, mais choisi une fois pour toutes. 
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du complexe Æ, ; si parmi les sommets fe,, . . ., fe, au moins deux 
coïncident, on pose ft8 — 0 (en désignant par 0 l'élément nul du grou- 
pe L'K,). Ensuite, pour chaque chaîne y — 2 citp: du complexe K; 
on pose 

fy5 = D'aifthiE L'Ko. 


Ainsi, l’homomorphisme f : L'K;—> L’K, est défini pour tout 
groupe de coefficients Y. 

Démontrons que cet homomorphisme f est permutable à l’opéra- 
teur À, i.e. que pour chaque chaîne du complexe X;, on a 


(1) fAy” = Afy!. 
Il suffit de démontrer que pour tout simplexe th — (6, ... e,) on 
a fAt6 — Afts. Cette dernière identité est évidente lorsque l’image 
par l'application f du simplexe #8 est non dégénérée ; lorsqu'elle est 
dégénérée, ftp = 0 et Aftg = 0; il reste à démontrer qu'on a égale- 
ment fAtg — 0. Pour cela, il faut considérer séparément deux cas: 
a) le nombre de sommets du simplexe f | t$ | est plus petit que 
r — 1; dans ce cas non seulement l’image du simplexe | ff |, mais 
aussi l’image de chacune de ses faces de dimension r — 1 est nulle, 
donc fAtg = 0; 
b) le nombre de sommets du simplexe f | #4 | est égal à r — 1; 


dans ce cas il n’existe qu’un seul couple de sommets envoyés sur le 
même point par l'application f, par exemple, €, et e,: 


eo = Je: 
Alors les images de toutes les faces de dimension r — 1 du simplexe 
| ts |, sauf les faces (ee, . . . e,) et (eve . . . e,), sont nulles et 


fAts = (fes, fes, - . ., fes) — (fev, fes, - . ., fes) = 0. 


La relation (1) est démontrée, et elle implique directement que l’ap- 
plication f fait correspondre à chaque cycle du complexe X, un 
cycle du complexe Æ, et à chaque cycle homologue à zéro dans X,; un 
cycle homologue à zéro dans X,. Autrement dit, l’homomorphisme 
f du groupe L’K, dans le groupe L’K, applique le groupe Z'X, dans 
le groupe Z’X,, le groupe H°X8 dans le groupe H°K, et, par consé- 
quent, le groupe A°X8 dans le groupe A”’X+. 

Cet homomorphisme s’appelle homomorphisme induit par l'appli- 
cation simpliciale f. 


2. Quelques exemples. En guise d'application calculons les grou- 
pes d'homologie suivants: premièrement, de l’adhérence combina- 
toire [7"] du simplexe 7” et, deuxièmement, de la sphère combina- 
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toire S”® de dimension #, i.e. du complexe qui consiste de toutes les 
faces propres d'un simplexe de dimension »r + 1. Supposons pour 
simplifier que le groupe de coefficients est le groupe de nombres 
entiers. 

Puisque les deux complexes sont connexes, leurs A-groupes de 
dimension nulle sont des groupes cycliques infinis. Ensuite, le groupe 
AIT] = ZT" [T"] est évidemment nul, tandis que S”" est une pseu- 
do-variété orientable de dimension n, de sorte que son A-groupe de 
dimension »# est un groupe cyclique infini. Démontrons que pour 
Or<nona 


(2a) A"[T"] = 0, 
(2b) APS" = 0. 


Remarquons tout d’abord que dans le complexe 7” chaque ensemble 
de r + 2 sommets pour r < nr — 1 est un simplexe, tandis que dans 
S" chaque ensemble de r + 2 sommets est un simplexe pourr < nr — 
— 2. Par conséquent, les deux égalités (2a) et (2b) découlent de 
l'assertion suivante : 


Proposition 1. Si dans un complexe simplicial complet Q chaque 
ensemble de r + 2 sommets forme un simpleze, alors chaque cycle de 
dimension r dans Q est homologue à zéro. 

La démonstration est basée sur la notion de cône oX (de sommet 0) 
sur un complexe donné Æ (voir AP, p. 207), i.e. de complexe (non 
complet) oX de tous les simplexes de la forme 07, où T € K *). 

Soit x = D a;t{ une chaîne quelconque du complexe ÆX. Alors 
on peut définir dans le complexe oX une chaîne oz” de dimension 
r + 4 appelée cône (de sommet o) sur la chaîne x” de la manière sui- 
vante. 

Tout d’abord appelons cône ot” sur le simplexe orientét” du 
complexe ÆX le simplexe crienté (ct) de dimension r+1 du com- 
plexe oX. 

Ensuite, appelons cône sur la chaîne x = D a;t; (dans le com- 
plexe oX) la chaîne 


oz" = D a; (oti). 


On voit facilement que chaque cycle z° dans Æ est la frontière 
dans {oX] de la chaîne 2°*' — oz’ (pour r = 0 il faut supposer que 
le cycle z' a une somme de coefficients nulle). 

Démontrons maintenant le théorème énoncé ci-dessus. Désignons 
par |z° | © © le support du cycle z’, i.e. le complexe qui consiste de 
tous les simplexes qui figurent dans z° avec des coefficients non nuls, 
et de toutes les faces de ces simplexes. 


*) Si X est un complexe complet, alors l’adhérence combinatoire [oX] 
du complexe oK est [oK] = oK |} K et s'appelle cône fermé sur K 
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Définissons une application simpliciale du cône ferméo(z | U 
U |z° | dans le complexe @, en faisant corresondie au sommet o 
un sommet quelconque €, du complexe @, et à chaque sommet e; du 
complexe |z° | ce même sommet e;. Puisque chaque ensemble de 
r + 2 sommets de @ forme un simplexe, l'application que l’on vient 
de définir est effectivement une application simpliciale du complexe 
o |z | U 12° | dans @, qui laisse invariants tous les simplexes de 
lz" |. Le cycle z’ reste invariant pour cette application, et la chaîne 
oz’, dont ce cycle est la frontière dans le cône feimé o | 2° | U 12° |, 
aura pour image une certaine chaîne du complexe ©, cont le même 
cycle z’ est la frontière; donc z° — 0 dans Q. 


3. L'homomorphieme, de V'(&c) dans N'(K8). L'homcmor 
phisme f :L'K,— L'X$ dual à l’hemomorghisme jf : L'Ag— 
— L'KÆ, (et à l'application simpliciale f : Ks— K,) est un kbcmo- 
morphisme du groure L’X, dans le groure L’X ; défini de la manière 
suivante : si x; est une chaîne du complexe X,, alors sur chaque 
simplexe orienté {; du complexe'Æ, la chaîne fre — z$ prend la 
valeur 


(3) Gras tp) = (ze, ft). 
Cet homomorphisme.Jest permutable à l'opérateur V, i.e. 
(4) ÎVze = Vfre- 


En effet, pour tout simplexe tt dans À‘, on a (d’après la formule 
(1) et la formule (7). p.28), 


Van 161) = (Var, ftp) (ae, AfE) = 
= (2e, FAIR") = (fre, At) = (Via tp). 
Par conséquent, l'hememorphisme f arplique le! groupe ZE, 
dans ZVX, et le groupe HtK, dans H4K;, de sorte que se trouve 
défini un homomorphisme f du groupe V'ÆK4 dars le groupe V’K,. 


C'est cet homomorphisme que l'on aprelle homomorphisme de *- 
groupes, dual à l'application simpliciale f. 


R* marque.£Soient K,.K,.K, trois complexes et g: K, — 


+ Kp, h : Kg—> K., des applications simpliciales. On vérifie fa- 
cilement que dans ce cas l'application 
f=Rhg 


est simpliciale et pour les homomorphismes g.ÿh, f, & h,f induits 
par les applications g,h.fona | 


f=hg : L'K,— L'KN 
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et 
f=gh:L'K,—L'K,., 
et aussi 
f=hg: Ko NK,, 
f=gh: V'K;,— V'Kae 
4. Le cas des groupes de coefficients topologiques. Il est très facile 


de montrer que dans le cas des groupes de coefficients topologiques 
les homomorphismes 


f:L'Koe—L'KB, 
f : L'K8 — L'K; 
induits par l'application simpliciale f : X, + K4 sont continus, 


de même que les homomorphismes des groupes d’homologie et de 
cohomologie. 

Vérifions-le pour l’homomorphisme f. Soit U un voisinage quel- 
conque de zéro du groupe de coefficients %. Choisissons un voisinage 
symétrique Ÿ de zéro dans À tel que mV = U, où m est le nombre de 
simplexes de dimension r du complexe Æ,. Alors pour toute chaîne 

m 


x = à a;t; EOvon a 


1=1 
(fz”, th) =( D aift, 8) EmV aU, 


ce qu'il fallait démontrer. 


$ 9. Degré d’une application simpliciale 
dans une pseudo-variété 


1. Degré d’une application. Soient X8 et À, deux pseudo-variétés 
orientahles. On sait que les groupes 
A°Kp = Z"K3 
et 
AKoe = ZKe 


sont (pour le groupe des nombres entiers) des groupes cycliques infi- 
nis d'éléments générateurs 


= 2 tp; et za = D) lai, 
ul è 


où z8 et z sont les orientations des pseudo-variétés K8$ et K£. 
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Soit f : Ks — K% une application simpliciale. Alors /z8 € Z"K,, 
1.6. 
(1) ÎzB = Czas 
où c est un entier. 

Puisque (25, toi) — 1, il découle de (1) que 


(2) (/z6, ta) = C, 


quel que soit | foi | € Ko. L’entier c (positif, négatif ou nul) qui 
est bien déterminé par l'application simpliciale f et par les orienta- 
tions choisies z$ et Z de nos pseudo-variétés K£ et K$, s'appelle 
degré de l'application simpliciale f de la pseudo-variété K$ dans la 
pseudo-variété Ke *). 


2. Première définition du degré d’une application (suivant Brou- 
wer). On voit facilement que la formule (2) peut être écrite sous la 
forme 


(3) c— 2 (ftB;, lai) 


pour tout | 161 | € À” (la somme est effectuée sur tous les |{f,1€ 
€ K$) **). 


Désignons par x, le nombre des |f$; | pour lesquels ffñ; = fai 


et par v; le nombre des | t$, | pour lesquels fff; = —1#6:; nous dé- 
duisons alors de (3) 
(4) C—= NH — Vi. 


Ainsi: soient z et 26 les orientations de deux pseudo-variétés 
orientables X@ et X$, et soit f une application simpliciale de X$ 
dans X%. La différence entre le nombre x; de tous les | £$; | pour 
lesquels ff8,; = téi, pour {1 donné, et le nombre v, de tous les | #6; | 
pour lesquels ft$; = — t6;i ne dépend pas du choix du simplexe 
| fi | € X%; elle est égale au degré de l’application simpliciale f. 

Cet énoncé est celui de la définition originale du degré d'une 
application simpliciale due à Brouvwer. 

Si l’image fX$ ne coïncide pas avec X°, le degré de l'application 
f est nul. En effet, si | {4 | n’est pas contenu dans fX$, alors pour 
tout #8, on a (fff,, tai) = 0 et c — 0 en vertu de la formule (3). 


*) Cette définition du degré d’une application simpliciale d’une pseudo- 
variété orientable de dimension nr dans une autre se généralise facilement au cas 
d’une application simpliciale d'un complexe dans une pseudo-variété orientable. 


**) 11 faut se rappeler que pour chaque ltp;le KA et pour tout |/,1€ 
€ K© donné, on a l'une des trois possibilités suivantes : ou bien (ff5;, 17;) =1 
(i.e. fa; = ti), ou bien (th; y = —1 (ie. ft; = ti), ou enfin 
(th toi) =0 (ie. flt;l Æ | 6: D- 


6—0139 
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Remarque 1. Le degré d'une application simpliciale 
d'une pseudo-variété orientable X%6 sur une pseudo-variété orientable 
K% dépend du choix des orientations z$ et z. On voit facilement qu’en 
remplaçant une des orientations des variétés X$ et X% par l’orien- 
tation opposée on change le signe du degré de l'application, sans 
changer sa valeur absolue. 


Remarque 2. Soient maintenant AË et X% des pseudo- 
variétés de dimension 7, qui ne sont pas toutefois nécessairement 
orientables. Les groupes 


AM(KB, Le) Z'(KB, 12) et A'(K%, le) =Z' (RU, Je) 


sont lous deux composés de deux éléments: de zéro et de z5 — 
— Z |tB;, | et, respectivement, de zéro et de 2 — 2 [oi |. Par 
conséquent, on a soit fzf — Zac, Soit fzB — 0. 

Nous dirons que la parité de l'application jf est nulle dans le pre- 
mier cas et égale à 1 dans le second. Dans le premier cas, pour chaque 
| ti | donné, le nombre des |#$; | qui ont pour image les | {61 | 
est impair, et pair dans le second. La parité d’une application sim- 
pliciale est parfois appelée degré modulo deux de cette application. 


Remarque 3 (exemples). Soit (fig. 9) un polygone fermé 
K, de m côtés dont les sommets numérotés successivement dans le 


E21 E13 € 
22 êre 
CR ês 
E23 En 
Kg Kœ 
Fig. 9 
sens antihoraire sont désignés par e,, . . ., em. Choisissons un nombre 


naturel c et numérotons les sommets d’un polygone X, à cm sommets, 
également dans le sens antihoraire, de la manière suivante: 


Cs e. = + Eym » Co) . + Eom : . "4 LS e + ee: Eecm- 


En supposant que les deux pseudo-variétés X, et À, de dimension 1 
sont orientées contre les aiguilles d’une montre et en posant pour 
tous i — 1,2, ...,cetj—1,2,...,m 


Je; = €}, 
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on obtient une application simpliciale f de la pseudo-variété X'; 
sur À ,, et le degré de cette application sera égal à c. En changeant 
l'orientation d’une de ces pseudo-variétés, on obtient une applica- 
tion de degré —c (sur la figure 9, m — 3, c — 2). 

L'application simpliciale f obtenue jouit de la propriété suivante : 
pour chaque 4, € K, on a nn; = c, v; = 0, i.e. chaque simplexe 
orienté de dimension 1 est recouvert, par l’application f, d'un nombre 
de simplexes (du complexe X;), de même orientation, égal au degré 
de l’application. 

Soit maintenant z un nombre naturel quelconque ; admettons que 
les pseudo-variétés X% et ÆX6 sont les triangulations de polyèdres 


situés dans R°"*! et homéomorphes à la sphère S” de dimension n, 
et que l’on s'est donné une application simpliciale f de degré c 
du complexe ÆX$ sur le complexe X%, qui satisfait à la condition que 
nous venons d’énoncer. Supposons que l’espace R"*! est contenu 
dans l'espace R°*? et choisissons dans R"*? XR"*1 deux points o 
et o’ de part et d’autre du plan R"*'. Construisons les cônes [oX®1], 
Lo K%], [oK3], lo’K3]. Chacun des cônes « doubles » 


at =[oKe]jUlo'Kcl, KB''={oK5}Ulo’Xf] 


est une pseudo-variété orientable fermée de dimension r + 1, dont 


le polyèdre sous-jacent est homéomorphe à S”*!. 

Prolongeons maintenant l'application simpliciale du complexe 
Kÿ sur tout le complexe X$'! en posant fo = o et fo’ = 0’. Nous 
obtenons une application simpliciale du complexe X$*! sur K?*! 
pour laquelle x; — c, v; = 0 quel que soit | #6? | E X%*'!, et donc 
de degré c. Ainsi, pour tout entier naturel c et pour tout entier n, 
nous obtenons des triangulations X$6, X% de polyèdres homéomor- 
phes à la sphère de dimension n et des applications simpliciales de 
degré c de la triangulation X$5 dans X£. Remarquons enfin que, pour 
obtenir des applications de degré 0, il suffit d'envoyer le complexe 
K$ tout entier dans un seul sommet du complexe K%. Ainsi: 

Pour chaque nombre naturel n et pour chaque entier c il existe une 
application simpliciale de degré c d'une triangulation de la sphère de 
dimension n dans une autre. 


Remarque 4. Le cas nr = 0. Tout couple de points {e,e,} 
s'appelle sphère de dimension nulle. Les cycles normaux de dimen- 
sion nulle e, — e, et e, — e, s'appellent orientations de la sphère 
de dimension nulle. Ainsi, la sphère de dimension nulle, de même 
que toute sphère de dimension nr pour nr > 1, possède exactement 
deux orientations. Néanmoins, la sphère de dimension nulle n’est 
pas une pseudo-variété, car elle ne possède pas la propriété de con- 
nexité. 

Supposons données deux sphères S% = {€, 1} et S8 = {e,, e;}. 
Les quatre applications suivantes de la sphère S$ dans S sont possi- 

6° 
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bles : 
1) fie, = fie; = 0, 2) fre, — fre; — es; 
3) fsts = fsti —es, 4) fie, — is fie: — 60. 
Choisissons maintenant des orientations quelconques z2 et z8 des 


sphères S% et S$, par exemple les orientations 2z£ = e, — & et 
2 = €, —e,. Alors 


17h = fe 0; fa —124; fi = —20e 


Il est naturel de dire que le degré des deux premières applications 
est nul ; celui de la troisième est égal à 1 et de la quatrième, à —1. 


3. V-degré d’une application. Soient X et Ÿ deux pseudo-variétés 
de dimension nr; les simplexes de dimension r des pseudo-variétés 
X et Ÿ seront désignés respectivement par |z; | et | y; |. 

Il est commode d’exprimer la définition de Brouwer du degré 
d’une application simpliciale f : À —+ Ÿ en termes de l'homomor- 
phisme dual 


f : V'Y — V'X. 

En effet, soient r" = D x? ; y" = > y? des orientations quelcon- 
ques des pseudo-variétés À et Y et soit c le degré de l'application 
1: X +7. 

Alors 


C—= y — Vis 
où x, (resp. v.) est le nombre des simplexes | z£ | € À pour lesquels 
fri=yi (resp. fa = —yi). 


Par définition de l’homomorphisme f: L'Y —+ L'X, nous avons 
pour tout zi 

| a; —=(fy?, 2?) =(yr, 127). 
Autrement dit, 


ay == si fat =y? ; 
a=—1 si fR= 1%; 
a — si flal#|y{l 
et 
x” = Di ur? = fyr, 
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Tous les cocycles z? d’une pseudo-variété orientée À sont coho- 
mologues à l’un d'eux, par exemple à zx, de sorte que 


jy = D axe C2 a) an = can. 


Ainsi, si £” est l'élément générateur du groupe (cyclique infini) 
V'X, à savoir la classe de cohomologie du simplexe zf, et n” le 
générateur du groupe V"Y (la classe de cohomologie du simplexe yi), 
alors fn" = c£". Néanmoins, il est commode de considérer au lieu 
du nombre c lui-même, degré de l'application jf: À — Y , le cocycle 
czi et même sa classe de cohomologie 


ct” _ fn” € v'x. 
En effet, soient X un complexe quelconque et Ÿ une pseudo-variété 
(fermée) orientable de dimension nr *). Soit y" = y? une orien- 
tation quelconque de cette pseudo-variété. Elle se détermine par cha- 
cun des simplexes orientés yf et, par conséquent, par la classe de 
cohomologie n” € V”"Y, qui contient tous ces simplexes. Par suite, 
on dit que n” est la classe de cohomologie qui détermine l'orientation 


de la pseudo-variété Y. Pour l'application simpliciale f: X — Y est 
déterminé le cocycle 


fy" E ZX 


et donc sa classe de cohomologie fn" € VX appelée V-degré de l'ap- 
plication simpliciale f du complexe Æ dans la pseudo-variété (orientée) 
de dimension n. 


SUPPLÉMENT AU CHAPITRE PREMIER 


THÉORIE DES CARACTÈRES ET DUALITÉ 
DES GROUPES A°K et V'K 


1. Notion de caractère; dualité de Pontriaguine; produit scalaire. 
Pour comprendre à fond la théorie homologique de la dimension, il 
est nécessaire de posséder les notions de base de la théorie des caractè- 
res des groupes commutatifs. La théorie des caractères est une théo- 
rie vaste et complexe; son exposition complète ne peut donc être 
entreprise dans ce livre. Pour l'étude de la théorie des caractères, 
nous recommandons au lecteur de s'adresser à l’ouvrage fondamental 
de L. Pontriaguine, Groupes continus [2], en attirant son attention 


*) Dans les applications ultérieures Y sera toujours une sphère (triangulée) 
orientée de dimension n. 
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sur le fait qu'il suffit d'étudier la théorie des caractères des groupes 
discrets, respectivement bicompacts, exposés aux 8$ 34-37. 

Le but de la présente section consiste à donner une liste des dé- 
finitions et des théorèmes fondamentaux de la théorie des caractères 
qui seront nécessaires dans les chapitres ultérieurs de notre livre. 


Remarque 1. Nous considérons seulement les groupes com- 
mutatifs sans le mentionner expressément : le mot « groupe » aura 
toujours la signification « groupe commutatif ». En considérant les 
sous-groupes des groupes topologiques, nous les supposerons, sauf 
mention du contraire, fermés, et les homomorphismes, con- 
tinus. 

On appelle caractère d'un groupe X (discret ou bicompact) tout 
homomorphisme (continu) de ce groupe dans le groupe cyclique con- 
tinu x. On appelle somme de deux caractères w, et p, le caractère 
défini par la formule q (x) = q, (x) + ®, (x) pour tout x € X. Ainsi, 
l’ensemble X* de tous les caractères d'un groupe donné X est lui- 
même un groupe. 

Si X est un groupe discret, on peut alors introduire une topo- 
logie dans son groupe de caractères X* de la manière suivante. Pour 
obtenir un voisinage quelconque de l'élément nul du groupe X* 
choisissons un voisinage quelconque W de l’élément nul du groupe 
x et un nombre fini d'éléments x,, . .., x, du groupe X. Le voisinage 
déterminé par ces données de l'élément nul du groupe X* consiste 
de tous les caractères @ pour lesquels @ (x;) € W pour i = 1, 2, ... 
..., $. Dans cette topologie le groupe X* est bicompact. 

Si À est un groupe bicompact, son groupe de caractères ne se 
munit pas de topologie, i.e. reste discret. 

Si z* est un caractère du groupe X, il est commode de désigner 
la valeur z* (x) de la fonction x* sur l'élément donné x € X par 
(z, x*) et l'appeler produit scalaire de x et z*, en se rappelant que 
(zx, x*) € x. Si l’on choisit un élément zx € X, on peut obtenir, en 
posant x (r*) = (x, x*) pour chaque z* € X*, le caractère du groupe 
X*. Si le groupe X* est bicompact (i.e. si X est discret), le caractère 
(x, z*) est alors continu. Ainsi, chaque élément x du groupe X est, 
d’après la formule x (x*) — (x, x*), un caractère du groupe X*. Le 
fait principal de la théorie des caractères est le suivant : chaque carac- 
tère p du groupe X* s'obtient de cette manière et deux éléments dis- 
tincts du groupe X sont également des caractères *) distincts du 
groupe X°. En outre, si le groupe À est bicompact (par conséquent, 


*) La dernière condition peut évidemment être énoncée sous la forme sui- 
vante: pour tout x € X, x = 0, il existe un z* € X* tel que (x, z*) 0; par la 
définition même du groupe X*, pour chaque z° € X*, z* 0, il existe un 
zEX tel que (x, r*) 0. 
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X* est discret), la topologie initiale de X coïncide avec la topologie 
que l’on y introduit comme topologie du groupe des caractères du 
groupe discret X*. Tout cela s'exprime brièvement par le 


Théorème 1. Si X* est le groupe des caractères du groupe X, alors, 
réciproquement, le groupe X est le groupe des caractères du groupe X* 
conformément à la formule 


(1) 2 (x) = za) = (x, 2%). 


Ce remarquable théorème, que nous avons énoncé ici pour le cas 
de groupes discrets et bicompacts, est le théorème fondamental de la 
théorie des caractères, connu sous le titre de dualité algébrique de 
Pontriaguine. Pour sa démonstration, nous renvoyons le lecteur au 
livre de Pontriaguine cité plus haut. 

Deux groupes X et X* dont chacun est le groupe des caractères de 
l’autre sont dits duaux. 

La remarque suivante, concernant le théorème que nous venons 
d'énoncer, sera importante par la suite. 

Soient X et Y deux groupes dont le premier est discret et le se- 
cond bicompact. Supposons que pour deux éléments quelconques 
zEX,yEY le produit scalaire (x, y) Ex est défini et qu’il est dis- 
tributif relativement à x et y, continu relativement à y et satisfait 
en outre à la condition suivante : l'élément nul de chacun des deux 
groupes est le seul élément dont le produit scalaire par un élément 
quelconque de l’autre groupe est égal à zéro (du groupe x). 

Dans ce cas chacun des deux groupes sera, en vertu de la formule 
(1) (dans laquelle il faut remplacer x* par y), le groupe des caractères 
du second groupe, et nous dirons que les groupes X et Y sont duaux 
relativement au produit scalaire défini comme nous l'avons fait. 

La relation de dualité entre les groupes X et Y s'exprime en écri- 


vant 
X |Y. 


Le premier — et le plus important ! — des exemples de groupes 
duaux est fourni par le groupe bicompact x et le groupe discret JZ des 
nombres entiers. Sans prétendre à un raisonnement rigoureux, indi- 
quons la construction correspondante. Si f: x—> x est un homo- 
morphisme quelconque, on peut définir son degré k, puisqu'il s'agit 
d’une application continue d’une pseudo-variété (le cercle) sur elle- 
même. Il s'avère que l’on a alors nécessairement fr — kx pour tout 
point xE xet la correspondance f-+ k est un isomorphisme entre le 
groupe des caractères du groupe x et le groupe des nombres entiers. 


2. Annulateurs. Soit AS X un sous-groupe quelconque du groupe 
À ; l'élément y, € Y s'appelle élément annulant le sous-groupe À = X 
si (x, yo) = 0 pour tout x € À. L'ensemble de tous les éléments du 
groupe Ÿ qui annulent le sous-groupe À du groupe À est, comme on 
le voit facilement, un sous-groupe B du groupe Y ; on l’appelle 
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annulateur (dans le groupe Y ) du sous-groupe À = X et on le note 
B = N (4, Y). 


Une des assertions principales de la théorie des caractères est la 
suivante. 


Théorème des annulateurs (théorème 2). Si X|Y et B=N (4, Y), 
alors 
A = N(B, X). 


Autrement dit, la propriété d’un des deux sous-groupes À & X, 
B © YŸ d'être l’annulateur de l’autre (pour la dualité X | Y) est une 
propriété symétrique : les sous-groupes À et B s'annulent mutuelle- 
ment, ce que l’on note 

X = ABS Y. 
Les notations de ce type seront appelées annulations (relatives à la 
dualité X |Y). 

Une des parties les plus importantes de la démonstration de la 
dualité algébrique de Pontriaguine est la démonstration du fait que 
si le sous-groupe À coïncide avec le groupe entier X, alors son annu- 
lateur dans le groupe Ÿ est nul. Cette assertion est évidemment équi- 
valente à la suivante. 


Théorème d’existence (théorème 3). Si X|Y, alors à chaque élé- 
ment non nul d'un des deux groupes X, Y on peut associer un élément 
de l'autre groupe tel que le produit de ces deux éléments sera non nul. 


Le fait principal suivant de la théorie des caractères peut s’énon- 
cer comme suit. 


Théorème 4. Les relations 
X|IY,X=4A4A1BS=Y 


impliquent la définition naturelle suivante du produit scalaire (E, y) 
pour EEX — A et yE B: 

(&, y) ar (x, y), 
où x est un élément quelconque de la classe E € X — À. 


En vertu de cette définition du produit scalaire, nous avons la 
dualité 


X — À | B. 
D'une manière analogue (par symétrie) 
Y —B|4A. 


D'où l’on déduit également l'assertion appelée 
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Théorème d'existence fort (théorème 4’). Si À |Ÿ et si A est un 
sous-groupe du groupe X différent de X, alors pour tout élément 2 
qui n'appartient pas au sous-groupe À, on peut trouver dans Y un élé- 
ment y, tel que 

(x, yo) = 0 pour tout x E À, 


mais (ïo, Yo) 0. 

En effet, désignons par E, € À — À la classe qui contient l’élé- 
ment x,. Par hypothèse £, -£ 0. Par conséquent, on peut trouver dans 
le groupe B, dual au groupe X — À, un élément y, tel que (Ëo, Yo) 
0, tandis que par définition du groupe B = N (4, Y), on a 
(x, yo) = 0 quel que soit x € À. 


3. Homomorphismes duaux. Supposons donnés deux couples de 
groupes duaux 
X|X*et Y |Y*. 


Les homomorphismes f: À —+ YŸ et f*: Y*— X* sont appelés 
duaux entre eux si pour chaque r € X,y*EY*ona 


(x, Fy*) = Uz, y*). 
Soient deux couples de groupes duaux 
XX, YIY*e 
Soient en outre deux homomorphismes duaux 
JAY, ff:Y*— X5. 


Si l’on désigne les noyaux des homomorphismes f et f* par X, — 


— f-'0 et Yo, = (f*)7"0 et les images des groupes X et Y de ces 
homomorphismes par ŸY, =fX = Y (resp. X? — f*Y* = X*); la 
situation envisagée s'exprime sous formefde la figure suivante : 


X2X9 x'ex* 
(2) 8 | —> Eos #” 
Y2Y, YcY" 


Lemme principal sur leshomomorphismes duaux : la figure (2) peut 
toujours être complétée de manière à obtenir la figure suivante : 


X2X) L xj'ex* 
(3) f | À #" 
# * 


Y2Y, É YMeY* 
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Autrement dit, le lemme principal affirme qu'avec les notations 
introduites on a les annulations 


(2a) XoLXi, YiLY6 
et donc les dualités 
Xo[(X"—ZX5); (X—ZX0)| À ; 


2b ; 
on M—YDIYES il" Yi 


et la dualité 
(2c) 11 Y1. 


Démonstration. La dualité (2c) se déduit de l'isomor- 
phisme Y, = X — X, et de la dualité (X — X,) | X? qui découle 
à son tour de l'annulation (2a). Ainsi il ne reste qu'à démontrer 
l'annulation (2a), plus exactement, la première d'entre elles, i.e. 
l'égalité À, = N (XŸ, X). Choisissons d'une manière quelconque 
les éléments x, € À, xŸ € X°; il existe alors un élément y € Y* 
tel que x? = f* y; et 


(Los 25) = (Zos Yi) = (ro, yi) = 0 
(l'égalité (fxo, yi) — 0 découle du fait que x, € X, et, par conséquent, 
fto = 0). Ainsi (x, x?) = 0 quels que soient zx, € Xo, x E XŸ, 
d’où l’on obtient 
XXE N(XT, À). 


Pour démontrer, l'égalité X, — N (X?, X) il reste à trouver, pour 
tout élément x € X, ré X,, un ri € X° tel que (rx, x?) 0. Mais 
si l’on a zCX  X,, alors fr = y Æ0et donc ilexiseumwuwger 
tel que 


0 Æyi, y) = (y, fx) = (x, fui). 
L'élément f*yf est l'élément cherché: 
ffyi = xi € ÀS. 


L'annulation X = X, 1 X; = X* et donc touti le lemme principal 
sont démontrés. 


4. Dualité des groupes V’Æ ct A’K. Le théorème de dualité des 
groupes V?ÆX et APX du complexe Æ, pour des groupes de coeffi- 
cients duaux entre eux, est une des applications les plus importantes 
des raisonnements précédents. 

Les groupes de toutes les chaînes de dimension p du complexe K, 
pour les deux groupes duaux donnés X* et X, seront désignés respec- 
tivement par L*? et L?. Si le nombre des simplexes de dimension 
p du complexe X est égal à &,, alors le groupe LP (resp. L*?P) est 
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la somme directe de &, termes, chacun desquels est un groupe iso- 
morphe au groupe X (resp. au groupe X*). Par conséquent *) nous 
avons la dualité LP | LP. 

Les groupes de cycles et de cocycles correspondants seront dé- 
signés par Z*?P et ZP, et les groupes des frontières, par H*? et HP. 
Puisque les homomorphismes 


V: LP et A: L*P— L*r-i 


sont duaux, nous avons d’après le lemme principal la figure 


PA CR 7 D 
(à) V 4 À 4 
L'24? L 77e" 
et 
(5) LP— HP|Z*P, 
En outre nous savons que 
LP — 7P — Hpr*i 


et nous avons, d'après (4), la « dualité diagonale » 
HP|H®%r1, ie. HP*t]H®P, 
de sorte que 
(6) LP— ZP= Hr*i] H°?. 
Faisons maintenant la remarque générale suivante. 
Soient X | X* et X = Y. En désignant par Q le groupe quotient 

Q=X—Y 

et par Q* son groupe de caractères, i.e. 
Q@*1Q, 

nous avons l'annulation **) 


X =2Y10*< X* 
et la dualité 


(7) Y I(X® — Q*). 
Appliquons ce résultat à l’isomorphisme 
(LP—H#)—(Z—H7)= LP — 


*) En vertu du théorème général, facile à démontrer, disant que si 
XI ZX? et X21 X$, alors (Xi+ X2) | (X?+ X9). 

*+) L'annulateur du sous-groupe Y = X du groupe X* est dual au groupe 
quotient X — Y. 
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en posant 

(8a) X = LP— HP, 

(8b) Y =ZP— HP, 

(8c) Q—=(LP— HP)—(ZP— HP) = LP —ZP. 
D'après la formule (5) on a 

(9) X° = 2"? 


En outre on a l’isomorphisme 
Q = LP — ZP — HP*i 

qui nous donne, avec la formule (6), 
(10) O® = 1H", 
En substituant (8b), (9) et (10) dans (7),on a 

(Z7— H7)|(2— 4°), 
1.e. 

VPK | APK, 


ce qu'il fallait démontrer. 


(CE. ! 


CHAPITRE DEUX 


THÉOREMES D’INVARIANCE 
DES GROUPES D’HOMOLOGIE D'UN POLYEDRE ; 
GROUPES D'HOMOLOGIE D'UN COMPACT 
(GROUPES DE BROUWER-VIETORIS) 


L'égalité fondamentale entre la dimension dim ZX d’un polyè- 


dre X = X et la dimension de chaque triangulation KÆ de ce polyè- 
dre était interprétée, à l’époque où elle fut établie (Brouwer, 1911), 
avant tout comme l'invariance de la dimension d’un polyèdre: 
deux triangulations quelconques de deux polyèdres homéomorphes 
ont la même dimension. Vient ensuite (par ordre chronologique et 
par ordre d’importance) le théorème d’invariance des groupes d’ho- 
mologie, plus exactement des nombres de Betti et des coefficients 
de torsion, démontré par Alexander en 1915: les groupes d’homo- 
logie correspondants de deux triangulations de polyèdres homéo- 
morphes sont isomorphes. Les grandes lignes de la démonstration 
sont analogues à celles dont nous nous servirons pour la dimension : 
nous définirons les groupes d’homologie d’un compact (appelés grou- 
pes de Brouwer-Vietoris) de « manière invariante », i.e. de sorte 
que la définition elle-même implique que deux compacts homéo- 
morphes ont des groupes d’homologie isomorphes, et puis nous dé- 
montrerons, dans le cas où le compact X donné est un polyèdre, 
que ses groupes d’homologie sont isomorphes aux groupes d’homolo- 
gie définis précédemment d’une triangulation quelconque X du po- 
lyèdre X. Tout ceci sera exposé au $ 5 du présent chapitre. Néan- 
moins, pour la démonstration du théorème d’invariance topologique 
énoncé ci-dessus, nous aurons besoin du théorème d’« invariance 
combinatoire », qui affirme que les groupes d’homologie d’un com- 
plexe donné sont isomorphes aux groupes correspondants de toute 
subdivision de ce complexe. Ce théorème d’invariance combinatoire, 
il est vrai, ne nous sera pas nécessaire sous sa forme la plus générale, 
mais seulement pour les subdivisions baricentriques. Sous cette 
forme réduite, le théorème d’invariance combinatoire est démontré 
aux $$ 1 et 2. En particulier, les constructions du $ 1, très élégantes 
par elles-mêmes, sont aussi intéressantes dans la mesure où elles 
permettent de calculer très simplement les groupes d'homologie des 
polyèdres les plus simples (en particulier, des surfaces fermées). 
Au $ 3 nous allons étudier en détail l’isomorphisme naturel entre 
les groupes d’homologie d’un complexe donné et de ses subdivisions. 
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et démontrer en particulier la remarquable formule de Sperner- 
Alexander, qui exprime l'essence algébrique du lemme élémentaire 
de Sperner (voir chap. 2 du livre [AP)). 

Le $ 4 est de caractère auxiliaire, il est constamment utile dans 
l'étude des propriétés homologiques des compacts et, par la suite, 
des bicompacts. Lorsque nous aurons démontré, au $ 5, le théorème 
d’invariance fondamental et défini les groupes d'homologie, nous 
généraliserons (au $ 6) ces groupes (pour les complexes aussi bien 
que pour les compacts) en introduisant (suivant Lefchetz) les cycles 
et les homologies dites relatives, dont nous nous servirons souvent 
dans les chapitres ultérieurs. 

Le $ 7 contient une nouvelle généralisation de la notion de cycle 
véritable d’un compact : on introduit les cycles dits à coefficients va- 
riables et l’on démontre (pour les cycles véritables relatifs aux grou- 
pes de coefficients 7, À, N,, R, x) le « théorème de convergence » 
nécessaire à la construction de la théorie homologique de la dimen- 
sion. Le lecteur qui s’intéresse surtout à la topologie combinatoire 
élémentaire des polyèdres, exposée aux chapitres 1, 2 et 3, peut 
omettre les $$ 6 et 7 en première lecture. 

Le $ 8 contient un exposé de l’équivalence homologique et homo- 
topique de deux applications d’un compact À dans un compact Ÿ, 
tandis qu’au $ 9, qui se rapproche directement du $ 8, sont étudiées 
les approximations simpliciales d’une application continue d’un 
polyèdre X dans un polyèdre Y ; ceci permet une étude exhaustive de 
la notion de degré d'une application d’une pseudo-variété sur une 
autre (de même dimension), tout aussi bien pour les pseudo-variétés 
fermées que ($ 10) pour les pseudo-variétés à bord. 


$ 1. Agrandissement des triangulations 


{. Définition de l’agrandissement. Appelons agrandissement 
d’une triangulation X, de dimension x donnée tout ensemble ÆX, de 
sous-complexes Uf = KX, de différentes dimensions r, 0Sr< n, 
soumis aux trois conditions suivantes: 

1°. Les complexes U sont des pseudo-variétés combinatoires 
orientables sans éléments communs. 

2°. La réunion de tous les U3 est le complexe K3. 

3°. Pour chaque U? le complexe B; — [U%]K Uf, qui consiste de 
toutes les faces (des simplexes T € U) qui n’appartiennent pas au 
complexe U?, est un complexe complet (de dimension <r — 1), réu- 
nion de certains complexes U5, 0£s< r — 1. 

La pseudo-variété US € K, s'appelle face propre de la pseudo- 
variété U5 € K, si U5 = B;. Dans ce cas nous écrivons Ui << U1. 

Remarquons avant tout : si T, <T. € Kset M EU, T, E U::, 


alors nécessairement VU < Ur. 
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En effet, il découle de notre assertion que soit 7, € U.* et alors 
U;' = VU, soit T, € B, et alors, en vertu de la condition 3°, nous 
avons UE B,, i.e. Ur <U;. 

On déduit facilement des faits que nous venons de démontrer : 

(a) Si Uf << UF‘', alors UF est un sous-complexe ouvert du com- 
plexe B.. 

(b) Chaque UE est le sous-complexe ouvert du complere Ki8 & K8 
qui consiste de tous les sous-complexes U5 de dimension s< r. 

La démonstration dans les deux cas est la même. Soit T E U}, 
T<T'EB; (resp. TE K£8). Il s'agit de démontrer que T’ € UF. 
Supposons que T’E UË; puisque T’E B; (resp. T'E KGs), on 
a également U} = B,; (resp. Ur = K25), de sorte que p  r. D'autre 
part, si T << 1”, on a UF U$. i.e. r L p et par conséquent r—p 
et UF — U$, T' E U}, ce qu'il fallait démontrer. 

Désignons maintenant par u? une orientation quelconque de la 
pseudo-variété U?. Il est évident que uf est une certaine chaîne du 
complexe X';,. Les chaînes u' sont linéairement indépendantes (puis- 
que les complexes U? sont disjoints). Démontrons le fait principal : 
le cycle Auf (i.e. la frontière de la chaîne u? dans le complexe KÆ;) 
est une combinaison linéaire des chaînes uf°! : 


(1) Aut= D ut. 
J 


En effet, la chaîne uf est l'orientation de la pseudo-variété U7, par 
conséquent Au’ peut être différent de 0 seulement sur les simplexes 
de dimension r — 1 du complexe B;. Mais ce complexe est la réunion 
de certaines U de dimension s < r — {. Par conséquent, si Auf est 
non nul sur un certain #4, alors [#4 |E U; ©'B;. Puisque U; 
est un sous-complexe ouvert du complexe B; qui contient le cycle 
Au’, alors le morceau du cycle Auf situé sur UF! est un cycle de la 
7 T-1 .: . 7-1 
pseudo-variété U; , i.e. il est de la forme c;u;j . Par conséquent, 
Au, étant la somme de ses morceaux situés sur de différents U;", 
est de la forme (1), ce qu'il fallait démontrer. 

Les coefficients cf? dans l’expression (1) s'appellent coefficients 
d'incidence des chaînes uï et uF°' ; on les désigne par (ui: uÿ*). Démon- 
trons que l’ensemble de toutes les chaînes Hu, muni des coefficients 
d'incidence que nous venons de définir, est un complexe cellulaire que 
nous désignerons toujours par Æ, et appellerons agrandissement 
(algébrique) du complexe K3,% *). 


._ *) Nous n’avons pas hésité à désigner par une même lettre une trianyrula- 
tion et le complexe cellulaire qui consiste de tous ses simplexes orientés. De 
la même maniére, nous désignerons par K, tout aussi bien l'agrandissement 


{U4} que le complexe cellulaire qui consiste des pseudo-variétés orientées +U1. 
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Avant tout, nous avons l'égalité évidente (—uf: uit) = 
= (ui: — ut) = — (uï: uft). Il reste à démontrer l'identité 


(2) D (u!: u;") Qu; sur ?)=0 


J 


quels que soient uf et uÿ*!. Mais la formule (1) implique 
AAu= } ci Auÿ * = ? cY DS Une à dur ?, 
j j k k 


où din = De? cE. Puisque AAuï — 0 et toutes les chaînes u£* 


J 
sont linéairement indépendantes, tous les coefficients d;4, s'annulent, 
ce qui démontre l'égalité (2). 

Chaque cellule Hu’ du complexe cellulaire X, est une chaîne 
du complexe Æ, et, par conséquent, L’Æ, = L’K;, la frontière de 
la cellule U% dans X, ayant été définie comme étant la frontière de 
la chaîne u° dans le complexe X;,. Par conséquent, Z7X, = Z’K,, 
HK, = H'K;, et l'application identique 


ES : Z'Ke — Z'K$p 


induit un homomorphisme 
(3) eg: AK a — N'K pe 


2. Agrandissements simples. Rappelons-nous maintenant qu'une 
pseudo-variété orientable de dimension nr est dite simple, si pour 
tous les r, 0 << r << n, ses groupes d'homologie de dimension r sont 
nuls (une pseudo-variété simple de dimension 0 est un complexe 
qui se réduit à un seul sommet). Appelons simple un agrandissement 
K« du complexe X, si toutes les pseudo-variétés U5 € K, sont sim- 
ples. Démontrons l’assertion fondamentale suivante. 


Théorème 1. Si KX, est un agrandissement simple de la triangulation 
Kp, alors les groupes d'homologie du complexe cellulaire K, sont iso- 
morphes aux groupes d'homologie correspondants de la triangulation K 3, 
et l’homomorphisme (3) est un isomorphisme du groupe A'K, sur le 
groupe A’K, quel que soit r. 

Pour démontrer le théorème, il suffit d'établir les deux assertions 
(A) et (B) suivantes: 

(A) Chaque cycle z8 du complexe K$ est homologue dans K}, à un 


certain cycle de la forme D cui. 


(B) Chaque cycle de la forme z$ = D ciuï du complere K 8, ROMo- 
logue à zéro dans ce complexe, est la frontière d'une de ses chaînes de 


la forme z'*! = D auf". 
h 
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En effet, il découle de l'assertion (A) que l’homomorphisme (3) 
est une application sur tout le groupe A’X;, tandis que l’assertion 
(B) implique que cet homomorphisme n’envoie que l'élément nul 
du groupe A’X, sur l’élément nul du groupe A’X5, i.e. que l’homo- 
morphisme (3) est un isomorphisme. 

Avant de démontrer les assertions (A) et (B) il nous faudra éta- 
blir le 


Lemme. Soit comme toujours K°8 = K$ la réunion de tous les 
Ui, sr. Si la chaîne z8 € L’K, est située sur K£gp et possède une 
frontière située sur Kg, alors xp est une combinaison linéaire des 
chaînes ui. En particulier, chaque cycle de dimension r situé sur KT8 


est de la forme 26 = D ciuï. 


Démonstration du lemme. Il suffit de démontrer 
que le morceau de la chaîne 74 situé sur U? est de la forme c;uï.Pour 
cela il suffit de démontrer (chapitre 1, théorème 11°) que ce morceau 
est un cycle de la pseudo-variété U1. 

Mais cette dernière assertion se déduit (en vertu de la remarque 
2, p. 32) du fait que As est situé sur A5 = KE UT et Uf est 
un sous-complexe ouvert du complexe X%$. Le lemme est démontré. 

Passons à la démonstration de l'assertion (A). 

Appelons support du simplexe 76€ K& l'unique Uf € K, qui 
contient ce simplexe ; le nombre p sera appelé profondeur du simplexe 
T5 (plus précisément profondeur du plongement de ce simplexe dans 
l'agrandissement K,.). Ensuite, il est naturel de définir la profondeur 
de la chaîne z5 = D ait; comme la profondeur maximale des sim- 
plexes #4; qui font partie de cette chaîne. 

D'après le lemme ci-dessus, chaque cycle z6 de profondeur r est 


de la forme 25 — D) c;uf. Par conséquent, la démonstration de l’asser- 
{ 

tion (A) se réduit à construire pour chaque cycle z8 € Z’X, de pro- 

fondeur p > r un cycle de profondeur plus petite qui lui est homo- 


logue dans ÆX ;. Pour cela, construisons pour le cycle z5 de profondeur 
p > r un cycle v3 qui lui est homologue dans Æ, et qui possède la 


propriété suivante : le nombre des U? de dimension maximale p, 
supports du cycle 5, est plus petit que le nombre correspondant pour 
le cycle z5. En répétant cette opération un nombre fini de fois nous 
remplacerons justement le cycle z4 par un cycle de moindre profon- 
deur qui lui est homologue. 


Ainsi, soit U} la pseudo-variété de dimension maximale qui con- 
tient un simplexe du cycle z6. Puisque le cycle z6 de profondeur p 
est contenu dans 8 et U? est ouverte dans Kg, on déduit que le 
morceau 26; du cycle zÿ situé sur U? est un cycle sur U? qui est la 
frontière dans U? d’une certaine chaîne x'$} (en vertu de la simplicité 


7—0139 


98 THEOREMES D'INVARIANCE [CE 2 


de U?). Alors la frontière Azxfï! de cette chaîne (dans le complexe X;) 
est de la forme 


ARE = 2 + Via 
où y: est situé sur B; — [U?IKUŸ. Puisque 
At; + Ays; = AAzit = 0, 


i.e. Ayg: — — Azxp;, en remplaçant dans z$ le morceau xf4 par la 
chaîne —y5;, on obtient une chaîne 


VB = 28 — zu + (—yÿ) 
pour laquelle 
Av, = — (Âz;, + AY) = 0, 


de sorte que vg est un cycle qui ne possède déjà plus de simplexes 


sur U. Le cycle v£ est homologue dans X, au cycle zÿ (puisque 
r RE Pi T+1 : té : ‘ 
28 — Up = Iji + ypi — A zxpi) et possède la propriete suivante: 
le nombre de pseudo-variétés U? de dimension maximale qui con- 
tiennent dessimplexes de ce cycle est inférieur au nombre analogue 
pour le cycle z6. En répétant ce raisonnement un nombre fini de fois, 
nous obtiendrons un cycle homologue dans K', au cycle zÿ de profon- 
deur r, ce qui démontrera l’assertion (A). 

L'assertion (B) se démontre d’une manière tout à fait analogue. 
Tout d’abord, si la chaîne zf‘' dont la frontière est le cycle 2 — 


— D'cjuï est de profondeur r + 1, elle sera de la forme zxg'! — 
= d'au! (c'est l’assertion du lemme). Mais si la chaîne zr$*? est 


L 
de profondeur p > r + 1, alors elle est située sur ÆX%s. Choisissons 
une des U? qui contient des simplexes de la chaîne x$'*. Il découle 
de nos hypothèses que le morceau r$} de la chaîne zx$*' situé sur 
U? est un cycle dans UŸ, ce qui permet, en vertu des raisonnements 


ci-dessus, de remplacer ce morceau par la chaîne —y$}! située sur 


B, = [URI U% pour obtenir ainsi la chaîne wÿ*! = z6*! — xfft — 
— yÿx de même frontière zg que x$°* *). La chaîne wg‘' ne contient 


*) En effet, zh est la frontière dans VU? de la chaîne BR" dont la 
frontière complète (dans Xg$) est 


AzBh = 2hÿ + vpn", 
où yER : est situé sur Bx={[U?F] XUFS. On a 
Ant t + Ayfti = AAzñt2=0 et Awptt = Azptl— (Arf + Aygft) = Asp. 


6 !] AGRANDISSEMENT DES TRIANGULATIONS 99 


déjà plus de simplexes situés sur U?. Après un nombre fini d’itéra- 
tions, nous obtenons une chaîne dont la frontière est le même cycle 
zB et dont la profondeur est r + 1, ce qui démontre l’assertion (B). 


3. Exemples. 


a) Groupes d'homologie d'un tore*). Prenons le carré 
ABCD divisé en 18 triangles (voir fig. 6) qui forment la triangulation X, con- 
sidérée à la page 67. Identifions les côtés opposés, soit 4 B avec DC et AD avec 
BC. Nous obtenons une triangulation Æ du tore; elle contient les mêmes 18 trian- 
gles, mais seulement 27 segments et 9 sommets. Considérons l’agrandissement 
simple X, de cette triangulation: il consiste de la pseudo-variété simple U? = U 
(considérée au chapitre 1 à la fin du n° 50), de la pseudo-variété de dimension 
nulle U° — À = B = C = D et de deux pseudo-variétés simples U} et U] de 
dimension 1, dans lesquelles se sont transformés les côtés AD = BC—T\{(; TI JT 
(sans le sommet À = B = C = D) et les côtés AB = DC = TE |] TA U Ti 
(également sans le sommet À = B = C = D). En choisissant des orientations 
+u*, +ul, +ul, + u® des pseudo-variétés simples U*, Ut, U1, U° on aura les 
relations 

Au = 0; Au = Aul = 0; Au —0 


qui impliquent que le groupe A°X, — Z°K, est un groupe cyclique infini **) 
et H1K, = 0 de sorte que AK, — Z1K, est la somme directe de deux 
groupes cycliques infinis engendrés respectivement par les cycles u} et ul. Les 
Rroupes d'homologie du complexe Æ sont isomorphes aux groupes correspondants 
e son agrandissement simple X,. Comme nous verrons dans le chapitre suivant, 
un théorème général d'invariance est vérifié: les groupes d’homologie de deux 
triangulations quelconques de polyèdres homéomorphes sont isomorphes. Par 
conséquent, le résultat obtenu peut être énoncé brièvement de la manière sui- 
vante: 
Le groupe d’homologie de dimension 2 du tore est le groupe cyclique infini. 
Le groupe d’homologie de dimension 1 du tore est la somme directe de deux 
groupes cycliques infinis. 
) Groupes d'homologie d'une surface de Klein. 
Jdentifions maintenant le côté AB du carré ABCD (voir fig. 6) avec le côté- 


— — 
DC, et le côté AD avec le côté CB (en respectant les directions). Par cette iden- 
tification le carré A BCD se transforme en une surface de Klein et la triangula- 
tion X, de ce carré, en une triangulation X”’ de la surface de Klein. Considérons 
à nouveau l'agrandissement X° de la triangulation Æ” qui consiste des mêmes 
pseudo-variétés simples U?,U/1, U1l, ‘U°: en orientant les 18 triangles de la 
triangulation K, (par exemple contre les aiguilles d’une montre) on obtient 
une orientation u*° de la pseudo-variété U=®; en choisissant des orientations quel- 
conques u} et ul des pseudo-variétés U! et UL de dimension 1, on obtient 
maintenant les relations 
Au — +2ul Au! — Au = 0. 


Le groupe AK — Z°K° est maintenant nul; le groupe Z'K°, est toujours la 
somme directe de groupes cycliques infinis engendrés respectivement par les 
cycles u; et u,. Le groupe H'!K° est un sous-groupe du groupe Z1K 2 Aui consiste 
de tous les cycles de la forme 2kul, où k prend toutes les valeurs entières. 11 en 


*) Ici et partout dans la suite il s'agira dans les exemples des gro 
d'homologie entiers. P gropfe 


. *+) Ce qui était clair dès le début, X étant une pseudo-variété fermée Or - 
ée. | 
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résulte que le groupe quotient A'K° — Z1K, — H1K° est la somme directe du 
groupe cyclique infini et du groupe d'ordre deux. 

Nous pouvons énoncer : la surface de Klein est une pseudo-variété fermée 
non orientable (i. e. à groupe d'homologie de dimension 2 nul); le groupe d'’ho- 
mologie de dimension 1 de la surface de Klein est la somme directe d'un groupe 
cyclique infini et d'un groupe d'ordre deux. 

.. Groupes d'homologie du plan projectif. Revenons 
à la figure 6 et effectuons une subdivision de la triangulation qu'elle représente 
en traçant la deuxième diagonale du 

carré. Cette triangulation, qui contient 

17 maintenant 24 triangles, sera toujours 
7 _C désignée par Ko. La triangulation de la 

frontière du carré, toujours désignée par 


th té Ko, est un polygône fermé à 12 côtés. 
Si nous l'orientons contre les aiguilles 
d'une montre, nous obtiendrons 12 sim- 
lexes orientés de dimension 1 désignés sur 

+! {! la figure 10 parti, ...,t1.. En identi- 

# S fiantt à th, th à #4, A à fl, 11 à th, tl 
à t1,, 1} à 1!., nous obtiendrons une trian- 
gulation K*'du plan projectif. 


! 1 
p “ ta 


4! #] Il est toujours aussi simple de dé- 
12 # montrer que le groupe d’homologie de 
dimension 4 du complexe X, et donc de 

; la pseudo-variété ouverte U* — KONXK ; 

À 2. L2 4; 4 est nul, de sorte que U? est une pseudo- 


Fie. 40 variété simple (ouverte) de dimension 2. 

16: Après les identifications indiquées, le com- 

plexe K, devient la réunion du sommet 

U9 = A = Cet de la pseudo-variété ouverte U! de dimension 14 compose de tous 

les simplexes 7Tt = 71, 7T}= Ti, Ti=T}, Ti To TE Th, T8 = Th 
et de leurs sommets, sauf le sommet À = C. 

Les pseudo-variétés simples U?, U1, U° forment un agrandissement K7 
de la triangulation X” du plan projectif. En choisissant des orientations u? 
et u! des pseudo-variétés U® et U1 (par exemple, contre les aiguilles d'une montre), 
on aura 

Au = 2ul, Aul = 0, 
d'où l’on déduit que le groupe Z?K° est nul, le groupe Z!K? est cyclique infini 
et consiste de tous les cycles de la forme kul (où k est un nombre entier), H1K% 
est le sous-groupe 2Z1K° du groupe Z!K”, (il consiste de tous les cycles de la forme 
2ku}), de sorte que A!K, — Z1K7 — H'K% est le groupe d'ordre deux. 

Ainsi, le plan projectif est une pseudo-variété fermée non orientable dont 
le groupe d'homologie de dimension 1 est le groupe d'ordre deux. 

Remarque. Le groupe d'homologie de dimension nulle de toute trian- 
gulation X du tore, de la surface de Klein ou du plan projectif est le groupe 
cyclique infini, puisque chacune de ces triangulations (étant une pseudo-variété) 
est un complexe connexe. _ 

Exercice 41. Si l'on colle les côtés orientés AD et BC du carré ABCD, 
en laissant libres les côtés AB et DC (fig. 11), on obtient une triangulation de 
l'anneau circulaire plan. Mais si l’on identifie AD avec CB en laissant toujours 
libres AB et DC, on obtient une triangulation du ruban de Mœbius. Démontrer 
que dans les deux cas le groupe A! est cyclique infini. 
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Exercice 2. Démontrer que les A A°(X, Z:), A°(K”, Z) et 
A2(K”, 1,) (où X, K’, K” sont respectivement les triangulations du tore, de la 
surface de Klein et du plan projectif considéré ci-dessus) sont des groupes 
d'ordre deux. 


Exercice 3. A partir d'une DaneAton K, du cube, analogue à la 
triangulation du carré 4 BCD représenté sur la figure 6, démontrer que le nombre 
de Betti de dimension 2 du tore 
de dimension 3 *) KÆ3 est égal 
à 3. Les éléments générateurs 
du groupe A°XA3 sont les classes 
d'homologie des trois cycles de 
dimension deux qui apparais- 
sent lorsqu'on colle les faces 
opposées du cube. 

Le groupe A°X% est le grou- 
pe libre de rang trois. Le 
groupe A!XS est également un 
groupe libre de rang trois. On 
peut choisir pour élément géné- 
rateur de ce groupe les classes 
d'homologie des trois cycles 
obtenus en identifiant les arêtes 
du cube. 


Exercice 4. Démontrer 
que pour la variété ÆK?, qui 
est le produit topologique du 
cercle et de la sphère de dimen- 
sion 2, les groupes A!K3 et A2K3 
sont des groupes cycliques infi- 
ais, par conséquent lesnombres de Betti de dimension un et deux sont égaux à un. 

Comme modèle de cette variété on peut considérer le solide limité par deux 
sphères concentriques S? et s?, identifiées entre elles; alors, pour générateur du 
groupe A2X5 on peut prendre la classe d'homologie du cycle :3 obtenu de la 
manière suivante: choisissons une triangulation d’une sphère quelconque S2 
de même centre que les sphères S3, s, orientons tous les triangles de cette trian- 
gulation dans un sens quelconque, par exemple contre les aiguilles d’une montre, 
et posons la valeur de la chaîne z? égale à 1 sur chacun de ces triangles orientés. 

On peut prendre pour générateur du groupe AîK$3 la classe d'homologie du 
cycle de dimension un, obtenu après identification des sphères S*° et s° à partir 
du segment du rayon de la sphère S? situé entre les deux sphères. 


Fig. 11 


$ 2. Subdivision des triangulations 


Le but de ce paragraphe est de démontrer que les groupes d’ho- 
mologie d’une triangulation quelconque X, sont isomorphes aux 
groupes correspondants de sa subdivision baricentrique K, °°). Le 
schéma de la démonstration est le suivant. Nous construisons d’abord, 
pour chaque triangulation Æ, et chaque subdivision X, de cette 


*) Le tore de dimension troisest le produit topologique de trois cercles. II 
peut être obtenu en identifiant les faces opposées d’un cube. 
**) Voir [AP], p. 207. 
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triangulation, l'agrandissement naturel | X, |de la triangulation X, 
isomorphe à la triangulation Æ, (en ce sens que l'agrandissement 
[Ka | est un complexe cellulaire isomorphe au complexe cellulaire de 


tous les simplexes orientés de la triangulation Æ,), de sorte que les 
groupes d’'homologie de la triangulation Æ, sont isomorphes aux 


groupes d’homologie correspondants du complexe cellulaire | X, |. 
Ensuite, pour toute subdivision baricentrique X, de la triangulation 
K,, nous démontrerons que l'agrandissement naturel [Ka |de la 


triangulation X', est simple, et donc les groupes d'homologie du com- 
plexe À, sont isomorphes aux groupes d'homologie de l’agrandisse- 
ment Ka et, par conséquent, aux groupes d’homologie de la trian- 
gulation X,. 

Construisons donc, pour chaque subdivision X, de la triangula- 
lion À,, un agrandissement « naturel » EA du complexe Æ$. Cette 


construction est effectivement « naturelle » : elle est complètement 
triviale. Pour chaque simplexe T?; € K, nous définissons la pseudo- 


variété ouverte UF; — s$T,; comme étant le sous-complexe consis- 
tant de tous les simplexes 7T;; € K8$ situés sur le simplexe ouvert 


Th;, i.e. ayant ce simplexe pour support. Autrement dit, U£iest la 


subdivision dans Æ, du simplexe ouvert 76. Nous avons déjà vu au 
chapitre 1, $ 7, que cette subdivision est effectivement une pseudo- 


variété ouverte (de la même dimension que le simplexe 7ÿ:). 

Avant de démontrer que la pseudo-variété U?; est orientable, 
définissons la subdivision s$;t}; d’un simplexe orienté #; en posant 
séthi — D) 185, où 43, sont tous les simplexes | {4; | € X,4 situés sur 
| 2: 1E K« et orientés conformément à l'orientation choisie {7; du 
simple xe |{6:l. On définit tout aussi naturellement la subdivision size 
de toute chaîne r£ — à aith; en posant 

2 


a D &,pP 
SBTa — à GiSplai- 
? 


11 est évident que l'opérateur sf est une application isomorphe du 
groupe LPKX, dans L?X,. Nous montrerons qu'elle est permutable 
avec l'opérateur À, i.e. que 


(1) Asfz — spAre. 
Pour cela il suffit de démontrer la formule 
(Lo) Asftei — SRAtei 
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de laquelle on déduit immédiatement que s$tfh; — uk; est un cycle 
de dimension p et donc une orientation de la pseudo-variété ouverte 


UF; de dimension p. Passons à la démonstration de la formule (1,). 

Ainsi, si pour tous les simplexes T£; € K, nous avons choisi une 
fois pour toutes les orientations t};, désignons, pour tous les sim- 
plexes T5; du complexe K, situés sur un certain simplexe 7£; de la 
même dimension p, par th; l'orientation identique à celle de #: 
(dans l’espace R? qui contient le simplexe T£:). Pour le simplexe 
Th; € K$ de dimension p <<r, dont le support dans X, est le sim- 


plexe Th, l'orientation th; est choisie de manière quelconque. 
Pour démontrer la formule (1,), il faut établir que les chaînes 


Aspté et ssAt? du complexe X, prennent la même valeur sur chaque 
simplexe #%7* ducomplexe X, si {87° est situé à l’intérieur ou sur la 
frontière du simplexe 7% € K4,. Considérons d'abord le cas où le 
simple xe {4 se trouve à l’intérieur du simplexe T£ et montrons qu’a- 
lors les deux chaînes Asÿfé et sÿAt£ sont nulles sur 1 ". Ceci impli- 
que déjà que ub; — s$th: est un cycle de la pseudo-variété U: et, 
par conséquent, one orientation de ue pseudo-variété. Puisque 
l'égalité (ss Ar, t$ "1 =0 pour [th la ]|#&lest évidente, il ne 
reste qu’à nn l'égalité (Asgté, 187!) — 0 (pour | 47e TE). 

Sous nos hypothèses, il existe exactement deux simplexes 
| 4x | et | 8x | du complexe X, qui ont pour face commune le sim- 
plexe| 15"! |}, et ils sont situés de part et d'autre de ce simplexe. 


Puisque les orientations #6, et {f. sont les mêmes par hypothèse, 
on a 


(bn 487 )= — (fn :t8 "), 


(AGE, 677) —(Bn:t5 )+ (fx: t8 ") = 0. 


Continuons la démonstration de la formule (1,): supposons que 
le simplexe #8 | est situé sur la frontière du simplexe T£, plus 


précisément, possède pour support la face T%7' de ce simplexe. 
Il s'agit de démontrer que 


(SSAIE, 1677) =(Asgte, 18‘). 
Mais, par définition de l'opérateur sé, On a 


(BALE, 571) (AUS, = rite. 
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D'autre part, puisque 187] est la face propre d’un seul simplexe 
|| TS et #6 figure dans s$f£ avec le coefficient 1, on a 


(As$te, 187 ")= (AB, 15 ‘)=(#R:t6 "). 
Il veste donc à démontrer que 
ie =(:8 !). 


Désignons par e, (resp. par es) le sommet du simplexe T£ (resp. 


du 7%), opposé à la face T?£-' (resp. à la face TR‘), et soit 
(6:47 ")—=e, de sorte que 


te —e(etz ). 


[1 nous faut démontrer que (#5:18 ‘)—e, i.e. (&—e(epñ ‘). Pour 
cela il suffit d'établir que les orientations (e.t% ‘) et (esf8 *) sont 
les ES En effet, ces étant démontré, nous aurons la relation 
(B:87")=e-(tf:t4 1), l'orientation e(egfk ‘) coïncide avec # 
étant la même que e(est# ‘)—1?. Démontrons donc que les orien- 
tations (eat5”') et (est$”") coïncident. Avant tout, puisque les orien- 
tations 127! et B sont identiques, il en est de même des 
orientations (eatx ) et (eatñ ‘). Mais les points e, et eg sont situés 
dans l’espace R? (qui contient le simplexe T£) d'un même côté 
de l’hyperplan RP"1 qui content les simplexes 727! et T7, et les 
orientations (eatÿ ) et (est . sont identiques, de même que les 
orientations (et2”) et (epth ) 

Ainsi nous avons démonté notre assertion et en même temps 
les formules (1) et (10). 

Désignons les coefficients d’incidence du complexe Æ, par ef, : 


(Bi: ttr')= em. 


Alors on déduit facilement de la formule (1) la formule fondamen- 
tale 


(2) Aubi = D eus. 
R 
En effet, on obtient à partir de (1) 
Au: = Asplei = BAR: en ss > tr À Expo 2 eEubx”, 
k 
ce qui démontre la formule (2). Mais cette formule affirme justement 
que les coefficients d’incidence (u?;: ur), dans l'agrandissement 


algébrique [Ka |, sont égaux aux coefficients d'incidence eF, — 
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= (18;: 8:') dans le complexe K,, i.e. que l'agrandissement [Ka 


est isomorphe à la triangulation Æ, et par conséquent possède les 
mêmes groupes d’homologie. La première partie de notre programme 
a été réalisée. Il reste la seconde : il faut démontrer que dans le cas 
où K, est la subdivision baricentrique de la triangulation K,, l'agran- 


dissement naturel [K : | est simple, d’où l’on déduira que les groupes 


d'homologie de la triangulation Æ, sont isomorphes aux groupes 
d’homologie correspondants de la subdivision baricentrique X34 de 
la triangulation X.. 

Ainsi, soit À, la subdivision baricentrique de la triangulation 
K,. Démontrons que chaque pseudo-variété U%; — s$Th; est une 
pseudo-variété simple. 

La démonstration sera effectuée par récurrence sur la dimension 
du complexe X,. Pour un complexe de dimension nulle X, l’asser- 
tion est évidente. Supposons qu'elle a été démontrée pour toutes les 
triangulations À, dont la dimension est inférieure ou égale à n. 
Dans ce cas, nous pouvons supposer démontrée, pour tous ces com- 
plexes, l'existence d’un isomorphisme entre les groupes d’homologie- 
du complexe X, et ceux de sa subdivision baricentrique X;. 

Soit maintenant X, un complexe de dimension n + 1 et K, sa 
subdivision baricentrique. Démontrons que chaque cycle z° de 
dimension r, 0<r <p<n+i, de la pseudo-variété UF: — 
= Ta: est homologue à à zéro dans U? 21. Ceci est évident pour r = 0, 


DUSqUE le sommet unique du complexe UF. est le centre du simplexe 
TF; et ce sommet est la frontière de chaque simplexe de dimension 
1 (vecteur) du complexe UF; aboutissant à ce sommet. Ainsi, suppo- 
sons r >> 0. Désignons par S£:' le complexe qui consiste de toutes les. 
faces propres du simplexe TP P: et par 0%" , Sa subdivision baricentri- 
que. Alors la pseudo-variété US; est un cône ouvert sur le complexe 
O£i!, et chaque simplexe orienté de dimension r du complexe Uf: 
est un cône sur un certain simplexe orienté du complexe 6£%ï'; 
faisant correspondre à chaque simplexe orienté ?” = (ot!) du 
complexe U?: le simplexe orienté t-! — ff” du complexe @P”!, 
on vérifie facilement que f est un isomorphisme du groupe L'U®; sur 
le groupe LT6P-{, qui satisfait à la condition *) 


fAzx = — Afzs, 
*) En effet, si 171=—{ejes ... e,)—ft", 17 —(oeies ...e,), en choisissant 
Atr dans UF:, nous aurons 
AIT = — (06963 ... e,)—(oeez ... e,) —..., etc., 


d'où 
AIT = —(esez ... e,)+(eses ... er) —..., etc. = —Aftr. 
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d’où l’on déduit que jf engendre un isomorphisme des groupes Z'UP: 
et H'U?; respectivement sur 276%! et H7-16P:! et donc un isomor- 
phisme du groupe A’U?; sur le groupe A7162:!. Mais nous voyons 
que pour r << p les groupes AT1SP-1 du complexe S?-! sont nuls. 
En vue de l’hypothèse de récurrence, les groupes A'-62:! et donc les 
groupes A’U?; qui leur sont isomorphes sont nuls pour r << p, de 
sorte que chaque cycle de dimension r, r << p du complexe UR, est 
homologue à zéro dans ce complexe. La simplicité de l'agrandissement 


| est démontrée. 


Ainsi nous avons démontré l’assertion fondamentale suivante 
{qui joue ici un rôle auxiliaire): 


Théorème 2. Les groupes d’'homologie de toute triangulation K, 
sont isomorphes aux groupes correspondants de la subdivision baricentri- 
que K, de la triangulation K,. 


Remarque 1. Le caractère fondamental du théorème 2 réside 
dans le fait qu'en se basant exclusivement sur ce théorème on peut 
démontrer, ce que nous ferons au $ 5, le théorème fondamental de la 
théorie homologique des polyèdres, à savoir le théorème dit d'’in- 
variance des groupes de Betti: si X, et X, sont deux triangulations 


quelconques de deux polyèdres À, et X, homéomorphes, alors les 
groupes d’homologie de la triangulation X,, sont isomorphes aux grou- 
pes correspondants de la triangulation X, (en particulier, cette asser- 
tion est vérifiée si À, est une subdivision quelconque de la triangula- 
tion Æ,). 

On déduit ensuite de ce théorème pour toute triangulation X 
d'un polyèdre convexe X que tous les groupes A’X pour r = 0 sont 
nuls, d'où l’on déduit à son tour la 


Remarque 2. Si Xest une triangulation d’un polyèdre con- 
vexe de dimension x et Ü, la pseudo-variété ouverte qui consiste 
de tous les simplexes de la triangulation Æ situés à l’intérieur du 


polyèdre À, alors pour 0 r << n chaque cycle de dimension r de 
la pseudo-variété U y est homologue à zéro (ceci découle de la remar- 
que 5, p. 33, chapitre 1). 

Soit À, une partition du polyèdre À, en polyèdres convexes 
ouverts U?} disjoints, 


0<p<n. 


Soit X, une triangulation du polyèdre X, qui est une subdivision 
de la partition X, (pour laquelle chaque polyèdre U? devient une 
pseudo-variété ouverte, dont une orientation quelconque sera dési- 
gnée par uf). Alors le complexe cellulaire qui consiste de tous les 
—+uf possède des groupes d'homologie isomorphes aux groupes corres- 
pondants de la triangulation X8. 
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$ 3. Déplacement canonique ob: K$ — K,4 d’une 
subdivision X$ de la triangulation K, 


Soient X, et A4 des triangulations, ÆX4 étant soumise à X, 
(i.e. chaque simplexe T, € X, est situé sur un certain simplexe 
T, € K4, appelé « support »). En particulier, chaque sommet de la 
triangulation X, est situé sur son support, un simplexe bien défini 
de la triangulation X,. En faisant correspondre à chaque sommet e; 
de la triangulation K, un certain Re du support de e;, on ob- 


tient une application simpliciale où de la triangulation Æ,4 dans la 
triangulation X, ; on l'appelle déplacement canonique de la triangu- 
lation À, dans la triangulation X, *). Puisqu'on peut faire corres- 
pondre au sommet e4 un sommet “quelconque de son support dans 


K,. il existe en général beaucoup de déplacements canoniques 0% 
de la triangulation X, dans la triangulation X,. Chaque déplacement 


canonique où : Ks — X4 (étant une PPPAEAUON simpliciale) engen- 


dre un homomorphisme de même nom ob: L' Ks— L’K,, permuta- 
OR. avec l'opérateur A, et définit donc un homomorphisme 


É AK — — NK,. L' AOMOMONPEISNIE des groupes L’X, et L’K3, 
dual au déplacement canonique 0% donné, sera désigné par oh. 

Supposons maintenant que la triangulation K, est une subdivi- 
sion de la triangulation À ,. Alors, comme nous avons vu au paragra- 
phe précédent, un opérateur de subdivision, à savoir l’isomorphisme 
s$: L'K,— L'K$ du groupe L'K, dans L’Æ;, est défini. Il est per- 
mutable avec l'opérateur À et engendre donc un homomorphisme 
sf: A'K,— A'K3$. Nous avons démontré au paragraphe précédent 
que l’homomorphisme sf: A’K, —+ A’K3, (de toute façon dans le cas 
où Æ, est une subdivision baricentrique du complexe Æ,) est un 
isomorphisme sur le groupe A’X5. Il découle de la remarque faite à 
la fin du paragraphe précédent que cette assertion reste vraie pour 
toute subdivision X, de la triangulation X, **). 

L'assertion qui y est démontrée, affirmant que l’homomorphisme 
si: AK, —> A’X, est une application sur tout le groupe A°K;5, 
peut être énoncée de la manière suivante. 

(A) Chaque cycle zp du complere K, est homologue dans K, à un 


certain cycle de la forme S$2a - 


Quant à l’assertion selon laquelle l’homomorphisme sf : AK, —+ 
— A’K, est un monomorphisme, elle peut être énoncée ainsi: 


*) L'image ob a«7p d'un simplexe T4 sera une face propre ou impropre du 
support 7, € K, du simplexe Tà. 
+) En vertu du théorème fondamental du $ 5, comme il a été déjà remarqué. 
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(B) Si z5 — S$Za = 0 dans K$, alors z = 0 dans K, (comparez 
avec les assertions respectives (A) et (B) du $ 1 de ce chapitre). 
Démontrons maintenant la hr suivante. 


Théorème 3. L'homomorphisme oi : AK 8 —> A’K, est un isomor- 
phisme du groupe A’K, sur le groupe A°K\,, inverse à l’isomorphisme 


S6 : A'Ka + AK. 
Avant de démontrer ce théorème établissons deux lemmes remar- 
quables, intéressants en soi. 


Lemme 1. Si K Ë est une subdivision de la triangulation K,, alors, 
a toute chaîne x? du complexe K,, et tout déplacement canonique 


8 du complexe K 8 core le complexe K,,on a la formule suivante de 
S; perner-A dir OÉSÈzE, — 28. 


La démonstration sera effectuée par récurrence. Pour les chaînes 
de dimension nulle, la formule de Sperner-Alexander est évidemment 
vérifiée. Supposons qu’elle a été démontrée pour toutes les chaînes 
de dimension #7 — 1 et démontrons-la pour une chaîne 1% de dimen- 
sion n. Il est évident qu’il suffit d'étudier le cas où la chaîne x 
consiste d’un seul simplexe de dimension n: xé = {o. 

Plus exactement, il faut démontrer la formule 


(1) ohspLn — = Le 
La démonstration est basée sur le 


Lemme 2 (lemme d'’Alexander). Soit f une application simpliciale 
d'un certain complexe X dans le complere |T"] constitué du simplexe 
T" de dimension n et de toutes ses faces; soit y” une chaîne de dimension 
n dans X dont la frontière est appliquée par f sur le cycle At” (où t” 
est une orientation du simplexe T”): 


fAy" = Al. 


AY =: 

En effet, l’image par f de la chaîne y" est une chaîne de dimension 
n du complexe [7"]. Mais toutes les chaînes de dimension n de ce 
complexe sont de la forme ct”, puisqu'il n’y a qu’un seul simple xe de 
dimension n dans [7"]. Ainsi fy" = ct". Mais alors fAy" = cAt"; 
or nous savons que fAy" — At", donc e = 1 et le lemme 2 est dé- 
montre. 

Vérifions maintenant la formule (1). Le déplacement canonique 
of applique la chaîne y" — sg dans [T”]. Par hypothèse de récur- 
rence, la formule de Sperner-Alexander est vérifiée pour r — 1 et 
Asfte = At, de D De 


Alors 
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mais alors, en vertu du lemme 2, 


obsate — 1}. 

Remarque 1. Nous avons démontré la formule de Sperner- 
Alexander pour les chaînes entières. La démonstration pour les 
autres groupes de coefficients, en particulier pour les chaînes modulo 
2, est tout à fait analogue. Dans le cas modulo 2 la formule (1) a la 
signification suivante. 


Soit une subdivision K 4 d'un simplexe fermé T” (et donc du complexe 
{T"}). Faisant correspondre à chaque sommet de la subdivision K$ un 
certain sommet de son support dans ÎT"], on obtient une application 
simpliciale du complere KA (le déplacement canonique) qui applique 
sur T” un nombre impair de simplexes de dimension n du complexe K 3. 

C'est cette assertion bien connue que l’on appelle lemme de Sper- 
ner *). 

On déduit facilement des faits démontrés le 


Corollaire. Pour le déplacement canonique of de la subdivision 
Ka = Ke, la triangulation K4 a pour image la triangulation K, 
toute entière : 

CÉSSKa — Ko. 


Démontrons maintenant le théorème 3. 

1°. L'homomorphisme oÀ : A7K 4—> AK, est un monomorphisme. 
Pour le vérifier, il suffit de démontrer l’assertion suivante : 

Si Le cycle oËzh est homologue à zéro dans K,, alors 2% — O dans Ka. 

Mais nous savons (assertion (A)) que le cycle z5 est homologue 
dans X$ à un certain cycle de la forme s$z. Alors ofze — ofsazr 
dans X%, i.e. d'après le lemme de Sperner-Alexander 


zh = 2 dans Æ4. 


Par hypothèse, 0Ëzs — 0 dans 4, donc zx = 0 dans X, et sgza —0 
dans Kg, ie. 25 — O0 dans X#$. L'assertion 1° est démontrée. 


®. Le monomorphisme oc: A’K 8 A’KX, est une application 


sur tout le groupe A’X,, donc un isomorphisme. 

3°. Les isomorphismes ob: AK se > A’K, et sf: AK — AK 
sont inverses entre eux. 

Les deux assertions 2° et 3° sont contenues dans la formule 


osite = tr, 


ce On peut trouver une démonstration élémentaire du lemme de Sperner 
dans le livre AP, p. 213. 


110 THÉORÈMES D'INVARIANCE (CH. 2 


satisfaite pour tout élément &Z du groupe A’X, ; mais cette formule 
découle directement du lemme 1. Les résultats obtenus peuvent être 
réunis dans l'énoncé suivant. 


Théorème 3°’. Pour la subdivision K$ de la triangulation K, 
deux opérateurs sont définis: l'opérateur de subdivision, i.e. l'isomor- 
phisme sÿ du groupe L’K, dans le groupe L'K, et l'opérateur de dé- 
placement canonique, i.e. l'homomorphisme o du groupe L’K, dans le 
groupe L’K,.. Ces opérateurs sont liés par la formule de Sperner-A lexan- 
der; permutables avec l'opérateur À, ils induisent respectivement les 
homomorphismes s$: A'K,—> A'K, et 0%: A'Ks—> AK, qui sont 
des isomorphismes réciproques des groupes A°K, et A°’K3. 


$ 4. Applications simpliciales combinatoirement 
proches ; prismes *) 


1. Applications combinatoirement proches. Deux applications 
simpliciales f, et /, du complexe X dans le complexe Y s'appellent 
combinatoirement proches si, quel que soit le simplexe T; du complexe 
X,ilexiste un simplexe 7; tel que les simplexes f,T + et f,T > sont 
des faces propres ou impropres du simplexe T;-. 

L'importance de la notion d'applications combinatoirement 
proches, qui sera mise en évidence seulement au chapitre 3, apparaît 
déjà dans le fait que deux déplacements canoniques de la subdivision 
KA, d’une triangulation ÆX, dans cette triangulation X, sont des 
applications combinatoirement proches. 

Notre but consiste à démontrer la proposition suivante. 


Théorème 4. Deux applications combinatoirement proches quelcon- 
ques fo et f, du complexe X dans le complexe Y engendrent un même 
homomorphisme des groupes A’X dans les groupes AY et un même 
homomorphisme dual des groupes V'Y dans les groupes V'X. 

Pour la démonstration nous aurons besoin de la notion de prisme, 
dont nous donnerons maintenant la définition. 


2. Prismes. Soit | a .… a, | un simplexe donné avec un ordre 
fixe de ses sommets. Soit | b, . .. b, | un deuxième exemplaire “*) 
du simplexe |a, ... a, |. Ces données déterminent un complexe 
complet (abstrait) IT qui consiste de tous les simplexes de dimension 


*) Ce paragraphe est de caractère auxiliaire ; on peut l’omettre en première 
lecture, quitte à y revenir en rencontrant les renvois correspondants. 

**) Silesimplexe | a ... a, | est situé dans l'espace R?, en plongeant R" 
dans R?+1 sous forme de plan x,+, — 0, on peut prendre les points b,, ..., b, 
dans le plan r,,, — 1 au-dessus des points as, . .., a,, de sorte que le simplexe 
lL bo - -. b, | est congruent au simplexe | a; . .. a, | et s’en obtient par une 
translation de vecteur n — {0, 0, ..., O, 
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n + 1 de la forme 
bob, -..- bia... a, |, i=0,1,...,n, 


et de toutes leurs faces. Ce complexe s'appelle prisme II de bases 
(inférieure) | a) . .. a, | et (supérieure) | b, . .. b, | ou, plus briè- 
vement, prisme sur le simplexe | a ... a, |. 

Définissons dans le prisme Il une chaîne de dimension #7 + 1 
appelée prisme sur le simplexe orienté ©" — (a . .. a,) et désignée 
par Ilé”: 

n 


I" = © (— 1) (bo... bia... an). 


1—= 


Supposons donné un complexe À — ZX, dont tous les sommets sont 
numérotés dans un certain ordre 4;, 4, . . ., @,; alors les sommets de 
chacun de ses simplexes seront numérotés dans un certain ordre; 
choisissons un deuxième exemplaire À, du complexe X de sommets 
b,, . -., db, et définissons le prisme sur le complexe X, plus précisé- 
ment le prisme II de base inférieure À, et de base supérieure À, 
comme étant le complexe obtenu en prenant la réunion de tous les 
prismes sur les simplexes du complexe X,. Dans le complexe II un 
prisme II{”* est défini sur chaque simplexe orienté {”, ainsi qu'un 


prisme Jiz" sur chaque chaîne 1° = 1" = D czt* du complexe X,: 
Ix* — > cit. 
On démontre qu'alors *) 
(1) ATIz" = 2x7 — xt — [IAzn, 


où zx? est la même chaîne x", mais située sur la base supérieure du 
prisme II. En particulier, si x” est un cycle z" du complexe X,on a 


(2) ATz" = 2 2, 


Remarque. L'orientation (—1)*(b, . .. b;a;a;+, ... a,) du 
simplexe | bo - .. b;a; . . . a, | est dite accordée avec l'orientation 
(ao . . . 4) du simplexe | a, ... a, |. Soit { un simplexe orienté. 
quelconque du complexe X, et {}-! une de ses faces. Si l'orientation 
1 d’un simplexe de II | # | est accordée avec l'orientation ft}, 
l'orientation {” d’un simplexe de II | {£:-! | est accordée avec l’orien- 
tation #5"! et le simplexe |£” | est une face du simplexe |#"*t |, 
alors la formule (1) découle de la formule 


(10) (EN = =). 
*) 11 suffit de vérifier l’égalité (1) dans le cas z7 = {7 d’une chaîne con- 


sistant d’un seul simplexe ; cette vérification s'effectue à l’aide d’un calcul assez 
long, mais tout à fait automatique (voir par exemple [TC], chap. 7, n° 9.3). 


112 THEOREMES D'INVARIANCE [CH. 2 


3. Démonstration du théorème fondamental (énoncé au début du 
Paragraphe). Sa première assertion peut être exprimée de la manière 
‘Suivante : 


Théorème 5,1. Si f, et f, sont deux applications combinatoirement 
proches du complexe X dans le complexe Y et z est un cycle quelconque 
du complexe X, alors les cycles f,z et f,z sont homologues entre eux 
dans Y. 


Démonstration. Considérons deux exemplaires X, et X, 
du complexe X et les exemplaires correspondants z, et z, du cycle z 
et appliquons X, par fo et À, par f, dans le complexe Y. Ayant nu- 
méroté tous les sommets du complexe X, et donc des complexes X, 
et X,, considérons le prisme II de bases X, et X,. Définies respecti- 
vement sur À, et X,, les applications ÿ, et f, qui sont combinatoire- 
ment proches, engendrent une application f du prisme II sur le com- 
plexe Ÿ ; l’image de la chaîne Ilz, par l'application jf est une chaîne 
y du complexe Ÿ. Puisque fz = foz, fa = f5 et AÏlz, = zo — 2, 
on a 


Ay = Afzo = fAÏz = 20 — fa = oz — 12, 


1.6. foz — f12 — Ô dans Ÿ, ce qu'il fallait démontrer. 
Démontrons la deuxième assertion de notre théorème qui peut 
être énoncée comme suit. 


Théorème 55. Si f, et f, sont des applications simpliciales combi- 
natoirement proches du complexe X dans le complexe Y et 7 est un 
certain cocycle du complexe Y , alors nous avons, pour les homomorphis- 
mes duaux fo et f, (du groupe ZYY dans Z?X), la relation fo — f17" 
.dans X. 


Démonstration. Considérons à nouveau l’application / 
du prisme II de bases X, et X, dans le complexe Ÿ et construisons 
comme suit la chaîne x"! du complexe X vérifiant 


(3) Va t= fo — f17". 
Soit {! un simplexe orienté de dimension r — 1 du complexe X. 
L'orientation f"! engendre une orientation accordée de tous les 
simplexes de dimension r du prisme I [ét | ES II construit sur 
-ce simplexe. La somme D (fz, t”) des valeurs du cocycle fz’ 

tente" À] : 
sur tous ces simple xes de dimension r sera posée par définition égale 
à la valeur de la chaîne x"! sur {:-!. Pour démontrer la formule (3) 
il faut établir que la chaîne 627" — 12 — Vzr'-! est nulle sur chaque 
simplexe { de dimension r de la triangulation À, i.e. 
(4) (fos”, t)— (far, )— D (at) (6:87) = 0. 

ei 


r 
<, 
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Pour s’en apercevoir, considérons tous les simplexes {"*! de dimen- 
sion r + { du prisme II | # | accordés avec l'orientation # et cal- 
culons la somme sur tous les simplexes des expressions 


(VÉ7, et) D O7, ME: #7) 
UP LM 


dont chacune est nulle, puisque fz7 est un cocycle. En calculant la 
somme sur ces {"*!, nous voyons que chaque simplexe « intérieur » 
t’ de dimension r du prisme II | { | y apparaît deux fois avec des 
signes contraires (ce qui découle, par exemple, de la formule ({)), 
de sorte qu'après simplification le second membre de la formule con- 
siste, d’une part, de deux termes qui correspondent aux bases in- 
férieure et supérieure du prisme II | {* |, i.e. des termes (f,z”, t) et 
— (f27, 5) et, d’autre part, des termes qui correspondent aux simple- 
xes £” situés sur la « surface latérale » du prisme II | # |, i.e. des 
termes (fz’, t’) (4! : 2"), où l'E l|tt| et #7! est une face du 
simplexe {". Ainsi 


0e, 9e + 2 (2, Gr NE) 


elite t'en1lt"” 


où l'orientation t” € II | 4! | est accordée à l'orientation #*. Il 
découle de la remarque du n° 2 que ({*! : #7) — — (#5 : tt) et par 
conséquent 


one 
EG, nerin- 
enlt ‘| 


ee (ér er) Y (fz", t”) ee (£ - 11) Can tt), 
EI l gr | 


d’où l'on déduit l'égalité cherchée (4) et donc l'égalité (3). 


$ 5. Groupes d’homologie des compacts (groupes 
de Brouwer-Vietoris) ; invariance des groupes 
d’homologie d’un polyèdre 


1. Définition des e-chaînes, des e-cycles et des z-homologies d’un 
compact; A.-cycles véritables et convergents; groupes AX et A.X. 
Appelons &-simplere de dimension r du compact X tout ensemble de 
diamètre <<e qui consiste de r + 1 points de ce compact ; il est alors 
naturel d'appeler e-compleze (fini) du compact À tout ensemble 
(fini) de ses e-simplexes (qui satisfait, s’il le faut, à la condition d'être 
complet). Il est naturel d'appeler étoile d'un sommet donné d’un 
e-complexe l’ensemble de tous les simplexes qui contiennent ce som- 
met. 


8—0139 


414 THBOREMES D'INVARIANCE [CIE 2 


Appelons &-chaine du compact X toute chaîne finie d'un e-com- 
plexe quelconque du compact X. Autrement dit, une e-chaîne de 
dimension r du compact X est une forme linéaire finie qui s'écrit 
2 = D citf, où les 1? sont des e-simplexes orientés. 

On appellera support | x” | d'une e-chaîne x’ le e-complexe com- 
plet qui consiste de tous les simplexes apparaissant dans la chaîne x 
avec des coefficients non nuls et de toutes les faces de ces simplexes. 


On définit la frontière de la e-chaîne x = D c;t! de la manière 


usuelle, i.e. en posant Az” — D c;At%. Si Az” — 0, alors la e-chaîne 

x” s'appelle æe-cycle; le e-cycle donné du compact s'appelle e”-homolo- 

gue à zéro (e'-frontière) dans X s'il est une frontière d’une certaine 

e’-chaîne de ce compact. Deux e-cycles z, et z, sont appelés komo- 

logues entre eux (notation z, — Z.) si leur différence est e’-homologue 
. 

à zéro dans À. 

Après toutes ces constructions auxiliaires *) passons aux notions 
fondamentales de cycles véritables de A.-cycles et de A .-homologie. 
La suite 
(1) (2 ess tee) 
de e,-cycles de dimension r, e; — 0, du compact X s'appelle cycle 
véritable du compact X ; le cycle (1) s'appelle convergent ou A.- 
cycle si pour chaque e tous les cycles de cette suite, à partir d'un 
certain numéro, sont e-homologues entre eux dans le compact ZX. 

Un cycle véritable (1) est une frontière ou est homologue à zéro 
dans X si pour chaque & >> 0 tous les z;, en commençant par un cer- 
tain numéro, sont e-homologues à zéro dans X. 

Les cycles véritables, en particulier les A.-cycles, peuvent être 
ajoutés membre à membre: si z° — {2%}, 2" — {zx} alors 7° + z7 — 
— {2j + z;'} ; relativement à cette opération, l’ensemble de tous 
les cycles véritables de dimension r (respectivement de tous les 
cycles convergents ou A.-cycles du compact X) est un groupe Z’X 
(respectivement ZX); il contient le sous-groupe H7X (respective- 
ment H°X) des cycles frontières (convergents). On a les groupes 
A'X = ZX — HTX et AfX — Z'X — H?X; le dernier s'appelle 
A.-groupe de dimension r du compact X ou groupe de Brouwer-Vietoris 
de ce compact (relativement au groupe de coefficients donné). 


2. Homomorphisme du groupe A.X dans A.Y “*) engendré par 
l'application continue f : ÆX —+ Y d'un compact; invariance topolo- 
gique des groupes A.X. Soit f une application continue du compact 
X dans le compact Y , e > 0, et n (f, e) le module de continuité de la 


, Que l’on peut effectuer non seulement pour les compacrs, mais aussi 
pour Îles espaces métriques quelconques. 

**) L’homomorphisme du groupe AX dans AY se définit d’une manière 
analogue. 
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fonction }f, i.e. 
n(f,e)— sup pi(fx, fr') 
p{x. x’)}<e 


(la borne supérieure est choisie pour l’ensemble de tous les couples 
(x, zx’) de points de l’espace X pour lesquels p (x, x”) <e). 
Puisque l'application f : À — Y est uniformément continue, on a 


n U, €) —+ 0 quand e — 0. Il en découle immédiatement que: 
Si 


Zn 2 see 2h sse) 
est un cycle véritable (convergent) du compact X, la suite 
(22e sas Jar 5e) 


est un cycle véritable (convergent) du compact Ÿ', qui sera désigné 
par fz’ et appelé image du cycle z° par l'application f. 

Dans ce cas, si z° — 0 dans X, on a fz" — 0 dans Y, de sorte que 
l'application f du groupe Z’X (ZX) de tous les cycles véritables 
(convergents) de dimension r du compact X envoie le sous-groupe 
H'X (H?FX) de tous les cycles homologues à zéro dans X dans le 
groupe H"Y (HCY) des cycles (convergents) homologues à zéro dans 
le compact Y. Par conséquent. toute application continue f du com- 
pact X dans le compact Y induit un homomorphisme (que nous dé- 
signerons toujours par f) du groupe A’X dans le groupe AY, et en 
même temps un homomorphisme du groupe AËX dans le groupe 
AY. 

Si f est une application topologique du compact X sur le compact 
Ÿ , alors l’homomorphisme du groupe Z?X sur le groupe ZTY qu'elle 
induit est évidemment bijectif, i.e. c’est un isomorphisme du groupe 
ZIX sur le groupe ZTY qui applique le sous-groupe HTX sur le sous- 
groupe HEY et par conséquent le groupe AfX sur AfY. Ainsi, les 
compacts homéomorphes X et Y ont des groupes AfX et AY iso- 
morphes: les groupes de Brouwer-Vietoris d’un compact sont ses 
invariants topologiques. Tout ceci est évidemment vrai pour tout 
groupe de coefficients; la situation est analogue pour les groupes 
A7X . 

Remarque 1. Il faut souligner que non seulement les grou- 
pes AËX, mais aussi les groupes ZX et H°X sont des invariants topo- 
logiques du compact X : nous avons vu qu'une application topolo- 
gique f du compact X sur le compact Ÿ induit un isomorphisme du 
groupe ZX sur Z?Y et de son sous-groupe H5X sur HFY ; c’est 
justement de cette invariance que nous avons déduit l’invariance to- 
pologique du groupe quotient AfX = ZEX — HEX. Ici le cas des 
compacts diffère considérablement du cas combinatoire d’un complexe 
K: ni les groupes ZX, ni les groupes H’7X ne possèdent de pro- 
priétés d’invariance analogues: les groupes Z’X et ZX” de deux 


8 
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triangulations distinctes X et X’ d'un même polyèdre X = K = K' 
ne sont isomorphes que dans des cas exceptionnels (par exemple, 
Z"K et Z"K” sont isomorphes lorsque Æ et X” sont deux triangula- 
tions isomorphes d'un polyèdre À — X” de dimension n). 

Comme nous l’avons déjà mentionné, notre but principal est 
la démonstration de la proposition suivante: 


Théorème 6. Les groupes d'homologie A’K d'une triangulation 


quelconque K d'un polyèdre donné X = Æ sont isomorphes aux grou- 
pes ACX. 


En vue de l'invariance topologique des groupes AÏX que nous 
venons d'indiquer, le théorème 6 implique le 


Corollaire (théorème d'’invariance des groupes d’homologie des 
polyèdres): si X et K” sont deux triangulations d'un même polyëèdre, 
ou de deux. polyèdres homéomorphes X = K et X" = K”, alors les 
groupes A°K et AK” sont isomorphes. 


3. Applications canoniques d'un n-complexe À du compact X 
sur le nerf N, de son recouvrement w*). Avant de passer à la dé- 
monstration du théorème, introduisons la notion importante sui- 
vante. 

Soient w — {0,, ..., O;} un recouvrement ouvert du compact 
X et n un nombre positif suffisamment petit, à savoir si petit que 2n 
soit le nombre de Lebesgue du recouvrement w. Une application 
canonique d'un n-complexe À du compact X dans le nerf N , du recouvre- 
ment w est par définition l’application simpliciale o,: À —— N, qui 
fait correspondre à chaque sommet a; du complexe À le sommet e; 
du nerf N, correspondant à un élément O; € w quelconque (mais 
bien défini) contenant l'étoile du sommet a; dans le complexe À **). 
Il est évident qu’il existe plusieurs applications canoniques du com- 
plexe À dans le nerf V,, mais deux quelconques d'entre elles sont 
des applications combinatoirement proches du complexe À dans le 
complexe NW... 


Remarque 2. Supposons que le compact X est un polyèdre 


X = K,et K est sa triangulation. On sait alors que le complexe X 
est le nerf du recouvrement « formé par les étoiles principales de 
la triangulation K, 

K=N,. 


Supposons que le n-complexe X, = N, est subdivision de la trian- 
gulation X. On vérifie aisément que le déplacement canonique 
*) Les notions principales relatives aux recouvrements telles que leurs 


nerfs et leur nombre de Lebesgue sont exposées dans [AP], pp. 66, 115, 203. 
**) Comparer au livre [AP], chapitre 4, p. 242. 
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08 : K, —+ K, défini au $3 (ï.e. l’application simpliciale qui fait corres- 
pondre à chaque sommet du complexe X, un sommet quelconque de 
son support dans la triangulation X), est toujours une application 
canonique dans le sens que nous venons de définir. 

On peut parler également d’une application canonique dans le 
nerf N , d'une n-chaîne quelconque x du compact X, en sous-enten- 
dant dans ce cas l’application canonique du n-complexe | zx |. 

On a le lemme suivant, somme toute évident. 


Lemine. Supposons que z et z’ sont deux n-cycles du compact X, 
n-homologues entre eux. Si 2n est le nombre de Lebesgue du recouvre- 
ment © —= {0,, ..., O,}, alors, quelles que soient les applications 
canoniques 6, et O4 des cycles z et z' dans le nerf N,, Les cycles © ,z 
et 062’ sont homologues entre eux dans N ,. 


En effet, soit À un n-complexe quelconque de X tel que les cycles 
z et z' sont contenus dans À et y sont homologues entre eux (on peut 
choisir dans le rôle du complexe À, par exemple, | z |, où z est une 
n-chaîne de X quelconque, de frontière Az = z — z°). 


Considérons une application canonique quelconque ÿ,, du com- 
plexe À dans le nerf N ,, soumise à la seule condition suivante : pour 


tout sommet e € À du complexe | z | nous avons De — oe. Consi- 
dérons d'autre part l’application canonique D: 4 > N,, soumise 
à la condition suivante: pour tout sommet e” € | z° | nous avons 
Die’ = o%e’. Les applications simpliciales D, et >, du complexe 
A dans W, sont combinatoirement proches. Elles appliquent donc 
tout cycle (ou deux cycles homologues quelconques z et z') du complexe 


à , 
À dans des cycles homologues D ,z et 3,2 du complexe W.. 
Mais DE = 6,2 et DU = 02’, d'où découle notre assertion. 


Remarque 3. Il découle évidemment de ce que nous venons 
de démontrer que tout n-cycle du compact X est envoyé par deux 
applications canoniques quelconques ©, et 6, dans deux cycles 
homologues du nerf V,. Soit 7° = (2, 25, ..., 24. ...) un cycle 
convergent du compact X. Alors, quel que soit n, tous les z,, à partir 
d’un certain k, sont des n-cycles et sont n-homologues entre eux. Par 
conséquent, en effectuant sur tous les 57, à partir d'un certain 4, 
les applications canoniques dans le nerf V,, nous obtiendrons des 
cycles du nerf V, homologues entre eux. Ainsi nous avons défini 
l'opérateur d'application canonique © ,,: ZTX — AN, qui fait cor- 
respondre à chaque cycle véritable z” du compact X un élément bien 
défini o,7 du groupe A’W,. Nous voyons, d'après les considérations 
précédentes, qu'à deux cycles convergents homologues entre eux 
z; et z, correspond un même élément 0,2 = 0,2; du groupe AM, : 
nous avons un homomorphisme canonique © ,, du groupe AZX dans le 
groupe AN. 
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Supposons que le compact À = X est un polyèdre et ÆX sa trian- 
gulation quelconque, tandis que « est le recouvrement constitué 
des étoiles principales Oe de la triangulation X. Alors X est le nerf 
du recouvrement &, À — V,, et nous avons l'homomorphisme cano- 
nique 
(2) Cu: AK —+ AK. 


Pour démontrer le théorème, il suffit d'établir que cet homomor- 
phisme est un isomorphisme sur le groupe A’X. 

Pour démontrer cette dernière assertion, il faudra nous servir 
du lemme général suivant, qui a de nombreuses applications dans 
l'étude des homologies d'un compact. 


4. Lemme sur le e’-déplacement d'un £e-cycle. Dans un compact 
X (et plus généralement dans un espace métrique quelconque) chaque 
e-déplacement *) (des sommets d'un e-cycle) met en correspondance à 
cel e-cycle un (e + 2e'}-cycle qui lui est (e + 2e”)-homologue. 


Nous obtiendrons ce résultat sous forme de cas particulier d’une 
formule importante. 

Soit z une e-chaîne de X à laquelle nous appliquons le e’-dé- 
placement de X. Cela signifie que nous faisons correspondre à chaque 
sommet du complexe À = | x | un point e’ = Se € X éloigné de ce 
sommet d’une distance inférieure à e’. Alors chaque simplexe du 
complexe XÆ, étant un e-simplexe, aura pour image un certain 
(e + 2e”)-simplexe de X, de sorte que nous avons une application sim- 
pliciale S du complexe X dans un certain (e + 2e’)-complexe K” 
du compact X. Cette application simpliciale envoie la chaîne x 
du complexe ÆÀ dans une chaîne S2” du complexe XÆ". 

Supposons que les sommets de la chaîne x” sont numérotés dans 
un ordre donné une fois pour toutes, et considérons le prisme IT sur le 
complexe X. Définissons de la manière suivante l'application S” 
de l’ensemble de tous les sommets du prisme IT dans l'espace X. Si 
e; est un sommet de la base inférieure du prisme II (i.e. le sommet du 
support de la chaîne x” **“)), nous posons alors S'’e; — e,; tandis que 
si ei est un sommet de la base supérieure du prisme II et e; est le 
sommet correspondant de la base inférieure, nous posons S'e; = Sei. 

Si |e, ... enex - - . e, | est un simplexe du prisme IT, alors 
son image par l'application S”’ sera | Se, ... Serex . . . e, | et 
son diamètre sera le plus grand des nombres p (e;, e;), p (e:, Se;), 


p (Ses, Se;), où e; et e; sont deux sommets quelconques d'un même 
simplexe du complexe À. Mais chacun de ces nombres est inférieur 


*) Les nombres e et &’ sont des réels positifs quelconques. 
**) Nous dirons souvent « sommet (simplexe) de la chaîne zx » à la place de 
« sommet (simplexe) du support de la chaîne donnée z ». 
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à e + 2e’, de sorte que chaque simplexe du prisme IT a pour image 
par S”’ un certain (e + 2e’)-simplexe de l'espace X. 
D'autre part, le prisme Ilz” (sur la chaîne zx”) du complexe II 

a pour image par l'application simpliciale S” une certaine (e + 2e°)- 
chaîne qui sera désignée par Il<z” et qui est un prisme ayant pour ba- 
ses la chaîne zx” et son &’-déplacement Sz”, ou plus brièvement c’est 
un prisme de déplacement de la chaîne x. 

De la même manière, le prisme IIAz’ sur Az” (dans le complexe Il) 
est appliqué par S” sur le prisme IIsAz déterminé par Az et SAz. 

Cette application simpliciale S” transforme la relation (1), $ 4, 
p. 111, dans 

ATIST = 2° — Sx7 — TIsAz. 


C'est justement la formule importante que nous avons mentionnée 
ci-dessus. En particulier, si 2° est un e-cycle, alors II,Az = 0 
et nous avons 

Allsz" = 2 — Szx. 


Puisque Tisz” est une (e + 2e’)-chaîne, nous obtenons une 
(e + 2e')-homologie 


‘qu'il fallait établir. 


5. Vérification de l’isomorphisme AK — A'K. Passons enfin 
à la démonstration du fait que dans le cas d'un polyèdre À = Æ l'ho- 
momorphisme canonique (2) est un isomorphisme sur le groupe A’X. 
Montrons d'abord que l’homomorphisme o, applique le groupe AîX 
sur le groupe A’7X. 

Désignons la k-ième subdivision barycentrique de la triangula- 
tion À par X, et considérons un cycle quelconque z° du complexe # 


et ses subdivisions successives 2; dans les complexes Æ,. Nous obte- 
nons une suite 


(3) ee 2) 


Puisque le déplacement canonique du complexe X,:, dans X, (voir 


_ $ 3) applique le cycle z;;, dans zf et puisque ce déplacement réalise 


4 


une &,-homologie avec £, — 0. alors (3) est un A.-cycle du compact 
X. L'application canonique (2) dans la triangulation ÆÀ fait cor- 
respondre à la classe d'homologie du A.-cycle (3) la classe d’homolo- 


F gie du cycle z°, ce qui démontre que ©, est une surjection du groupe 


A'X sur A’X. 


Démontrons que l’homomorphisme (2) du groupe AZX sur A’X 
est injectif. Supposons donné un A.-cycle 


(4) 2 =(Z%, 21) ess arese) 
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pour lequel on sait que 6,2" = 0. I] faut en déduire que 7 - 0 
dans X, i.e. que pour tout & tous les z£ à partir d’un certain # sont e- 
homologues à zéro dans X. Ainsi, supposons que & est donné. Choisis- 
sons le nombre de Lebesgue 3n << e du recouvrement & et prenons k 
si grand que les diamètres de toutes les étoiles de la triangulation 
K , soient plus petits que =. Choisissons ensuite le nombre de Lebesgue 
n4 << du recouvrement &, et conservons dans (4) seulement ceux 
des z£ qui sont des n,-cycles n,-homologues entre eux dans X. 

Choisissons parmi eux un certain z; et considérons l'application 
canonique 02: |Æ|—- ÆX;. Cette application est un n-déplacement 
dans X, et il découle donc du lemme que 


(5) 2h 7 OnZke 

an 
Le cycle 6,2% est un cycle de la triangulation Æ}, obtenue en effec- 
tuant À fois la subdivision barycentrique de la triangulation Æ'; il 


découle donc du théorème 3 ($ 3) que 0,2% est homologue dans K 
à la subdivision s,z, d'un certain cycle z du complexe K : 


(6) Onze — Saz, dans Ka. 


Puisque X} est un n-complexe, il découle de (5) et (6) 


A On},  ShEe 
3n n 
et donc 
(7) 27 — Sh27. 
3n 


Soit x'*! une 3n-chaîne de X de frontière 
AZ = 27 — Sprre 

En considérant l'application canonique ©, du 3n-complexe | z"*! | 
(dans le complexe Æ), on obtient 

AOaT"* = Cat? — OaSh2r, 
1.e. 
(8) Ca, — Casnz, dans X. 
Mais d'après la remarque 1 et la formule (1) ($ 3) on a 

OaSh2}, = 27,4 

de sorte que l’homologie (8) se récrit sous la forme 
(9) Oaz, 27 dans À. 
Par hypothèse, o,z7 —0 dans X et donc z —0 dans X, et par 


conséquent 
snz, = 0 dans X3. 
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Puisque X’;, est un n-complexe, on a 


snz}, — O0 dans X, 
n 


et donc, d’après (7), on a z; — 0 dans X, et a fortiori z — 0 dans X 
3 


n e 
(pour tous les 4 suffisamment grands). Le théorème 6 est démontré. 


$ 6. Cycles et homologies relatives 
(cycles et homologies modulo F') 


Soit ÆÀ un complexe simplicial complet, G un sous-complexe 
ouvert de X et F — K\G le sous-complexe fermé complémentaire. 
Nous avons déjà vu que l’on peut envisager les cycles et les homolo- 
gies dans X et obtenir ainsi le groupe AG. Néanmoins, on peut obte- 
air les groupes isomorphes aux groupes A’G d'une manière différente. 
Appelons cycle du complexe K modulo F, ou cycle relatif à F, toute 
chaîne du complexe Æ dont la frontière est contenue par F. 


Remarque. On suppose alors que deux cycles modulo F 
sont égaux s’ils coïncident sur chaque simplexe de G *) 

Nous dirons que le cycle z (modulo F) est homologue à zéro dans 
K (modulo F) s’il existe une chaîue x du complexe Æ dont la frontière 
dans Æ est de la forme 


Az =2+ y, 


où y est une chaîne contenue daus 7. 

Le groupe quotient du groupe de tous les cycles modulo F de 
dimension r du complexe X par le sous-groupe des cycles homologues 
à zéro (modulo F) s'appelle A-groupe de dimension r du complexe K 
(modulo F); il sera désigné par A” (Æ, mod F). On voit aisément que 
les groupes A’ (X, mod F)et AG sont isomorphes **). 

Toutes ces notions peuvent être définies dans le cas des ensem- 
bles ouverts d'un compact À. 

Soit F un ouvert du compact À ; désignons par © le fermé 
complémentaire D—X\XT. 

Nous dirons qu'un e-simplexe du compact X est situé dans 
®O lorsque tous ses sommets sont des points de l’ensemble ©@. 
Une chaîne du compact X est située dans © (ou ©® est support 


*) Ainsi, un cycle ou, plus généralement, une chaîne modulo F est ue 
classe de toutes les chaînes du complexe Æ qui coïncident sur G. Par conséquent, 
en effectuant les calculs avec ces chaînes, nous pouvons ignorer les simplexes de F. 

**) Nous avons ici deux points de vue différents: le premier, admis jus- 
qu'ici, consiste à envisager G comme un complexe distinct ; le deuxième—à con- 
sidérer, pour l'étude des propriétés homologiques du sous-complexe ouvert 
G< K, seulement les chaînes du complexe KÆ. Ce dernier point de vue nous amène 
aux cycles et aux homologies modulo F. 
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de cette chaîne) si tous ses simplexes sont situés dans @. Üne chaïne 
du compact X s'appelle e-cycle (mod ©) si elle est une e-chaîne dont 
la frontière est située dans ® ; un e-cycle z (mod ®) est dit e’-homo- 
logue à zéro (mod ©) s’il existe une e’-chaîne zx dans X dont la fron- 
tière est de la forme 


Az =2+y, 


où y est situé dans ®. 


Un cycle véritable (respectivement un A.-cycle) de X (mod ©) 
est par définition une suite 


(1) DO (Zi, 2 oo, Zhy oo +), 


où les z£ sont des e,-cycles (mod ©), ex — 0, et dans le cas dun 
A.-cycle, on stipule que pour tout e >> 0 tous les z£ (à partir d’un 
certain k) sont e-homologues entre eux dans X, mod ©. 

Un cycle véritable (respectivement un A.-cycle) (mod ®) (1) est 
dit homologue à zéro dans X, mod ®, si pour tout e >> 0 tous les 
zx (à partir d’un certain k) sont e-homologues à zéro dans X, mod @. 

On effectue la somme de A.-cycles (mod ®) de la même manière 
que celle des A.-cycles usuels, i.e. membre à membre. Les A.-cycles 
de dimension r (mod ®) forment alors un groupe ZT (X, mod ©) 
qui contient le sous-groupe AH (X, mod O) des cycles homologues à 
zéro dans X, mod ©; le groupe quotient ZT (X. mod D) — HT (X, 
mod ®) s'appelle A’-groupe de dimension r du compact X, mod ©, 
et sera désigné par A7 (X, mod ®). Le groupe des coefficients peut 
être quelconque. 


$ 7. Cycles à coefficients variables : 
théorème de convergence 


1. Cycles à coefficients variables; cycles exponentiels. En généra- 
lisant la notion de cycle véritable, on peut obtenir la notion de cycle 
à coefficients variables, qui aura des applications importantes à la 
théorie homologique de la dimension (au chapitre 4). 

Nous appellerons cycle à coefficients variables du compact X *) 
la suite 


gr 


(2 2h en 0e Do) 

où z; est un Ô,-cycle modulo m, (i.e. à groupe de coefficients Im) 

dans X et Ô, —+ 0. : 
Ici les nombres m, dépendent bien entendu de #. ë 


*) Nous nous servirons également par la suite des cycles relatifs à cuefficlents. 
variables; le lecteur donnera sans difficulté les définitions correspondantes 
(comme au $ 6). 
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En particulier, si tous les m, sont des puissances d'un même en- 
tier naturel s > 2, m, = s°*, alors le cycle z° est appelé cycle ex- 
ponentiel et le nombre s, sa dominante. 


Nous dirons que le cycle z”° à coefficients variables est homologue 
à zéro dans À si 


z m0, e 0, k = 1, 2, 3, .. 
ER 
i.e. s’il existe dans X des e,-chaînes x5°?, k — 1, 2, 3, ..., ex +0 
(respectivement à groupes de coefficients Z,,,) ayant pour frontières 
les cycles Az£*! = 2ÿ. 

La considération des cycles à coefficients variables et en parti- 
culier des cycles exponentiels permet dans certains cas d'approfondir 
l'étude des propriétés dimensionnelles des compacts (voir par exem- 
ple les travaux de M. Bokstein et V. Boltianski). Il faut toutefois 
comprendre que les cycles à coefficients variables se réduisent faci- 
lement aux cycles véritables pour le groupe de coefficients R.. 
En effet, supposons que dans la suite z° nous avons 


r Ch) ,r 
Zh == à d; li 
1 


où les coefficients af” sont des classes de nombres entiers modulo 

mx. En prenant dans chaque classe aŸ le plus petit entier non néga- 

(R) __ ait) 
m 


°+ 


tif ai"), posons a; et considérons l'élément à!” du groupe 


R. (i.e. la classe des nombres rationnels équivalents entre eux mo- 
dulo 1) qui contient le nombre a;"”. Alors, comme on voit facilement, 


S' a{"# est un 6;-cycle (pour le groupe de coefficients R,) que nous 
désignerons par zf, tandis que 
D (27, 2, ..., 2h.) 

est un cycle véritable du compact X (à groupe de coefficients ®.) 
que nous appellerons cycle associé au cycle z” à coefficients variables. 

La notion de convergence pour les cycles à coefficients variables 
n'apparaît pas immédiatement (quoiqu'une notion analogue peut 
être définie). Néanmoins, le cycle véritable, pour un groupe de coef- 
ficients « constant », peut être convergent, et ceci est parfois très 
important. On peut généraliser cette notion aux cycles convergents — 
au moins pour les groupes de coefficients les plus importants à 


savoir Zm, À, R1 À, x, en se servant du théorème suivant, qui a 
de nombreuses applications. 


2. Théorème de convergence. Théorème 7. Soient X ur compact, 
O un ensemble fermé de X (éventuellement vide) et e un nombre positif 
donné. Soit A un des groupes In, m = 2, 3,4,...,N, Rs, R ou x. 
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Il existe alors un 6, >0 tel que tout o.-cycle Zo, du compact X mod ® 


pour le groupe de coefficients A est e-homologue dans X mod ® à un 
certain cycle convergent (mod O): 


=; ds el, dei) 
pour le même groupe de coefficients, dans ce sens que pour tout K on a 
zr 27 dans À mod ®. 
te 


Commençons la démonstration du théorème par l'assertion sui- 
vante. 


Théorème 8 (théorème de rapetissage). Soit A un des groupes 
Im M >2, À, À, R ou x. Supposons en outre que X est un compact 
et DO un sous-ensemble fermé de X. Pour chaque € >> 0 il existe un 
0e > 0 tel que, pour tout ô >> 0, tout o.-cycle de X mod © sera e-ho- 
mologue dans X mod © à un certain Ô-cycle. 


Pour simplifier les raisonnements qui suivent, nous entendrons 
par cycles et homologies les cycles et les homologies dans À mod ©. 

Démonstration du théorème de rapetis- 
sage. Envisageons tout d’abord un nombre positif n et un certain 
n/3-filet À de X (i.e. un sous-ensemble fini À = X tel que pour 
chaque point a de X il existe un point de À à une distance inférieu- 
re à n/3 de a). Supposons que ce filet À satisfait à deux conditions 
suivantes : 

1. Les points de À qui appartiennent à ® forment un n/3-filet 
A’ de ©. 

2. Les points de À situés dans X X ® (ï.e. les points de l’ensem- 
ble A“. 4”) forment un n/3-filet de [X  ®]. 

Ün sous-ensemble de l'ensemble À sera considéré comme l’en- 
semble des sommets d’un simplexe si et seulement si son diamètre 
est <1n. Nous obtenons ainsiun complexe X, (4) constitué par des 
n-simplexes. Puisque par la suite lechoix du filet À n'est pas impor- 
tant, contrairement à celui du nombre n, nous écrirons simplement 
Kn à la place de X, (A). Les simplexes du complexe X, dont tous les 
sommets appartiennent à © forment un sous-complexe X, du com- 
plexe À qui est un n-complexe de ©®. 

Le support |z | d’un n/3-cycle quelconque z, mod ®, du compact X 
(pour un groupe de coefficients quelconque) peut être appliqué sim- 
plicialement sur un certain cycle mod X du complexe X;, en rem- 
plaçant chaque sommet du cycle z par un certain point de l’ensem- 
ble À situé à une distance inférieure à n/3 de ce sommet, de manière 
à faire correspondre aux points de À” (respectivement de À 4’) les 
points de ® (respectivement de X KO). Cette application sera appelée 
projection du complexe | z | (resp. du cycle z) dans le complexe X,. 

Passons à la démonstration du théorème de rapetissage. 
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3. Groupes de coefficients J,, et À. Posons n = & et envisageons 
les complexes X, et X:. Pour à <> , Chaque ô-cycle mod ® (pour le 


groupe de coefficients À = 7, respectivement A = À) est e-homo- 
logue à un certain cycle mod X” du complexe X,.. Il en découle que 
pour A — À le nombre maximal des ô-cycles indépendants dans le 
sens de la e-homologie est fini *). Désignons ce nombre par p(6, &). 
Puisque le nombre p (6, e) ne peut que décroître lorsque 6 décroît, il 
existe un ©. tel que p (ô, &) = p (oc, e) quel que soit Ô <o.. 
Supposons maintenant que nous avons choisi un o.-cycle : quelcon- 
que et un o << 6, quelconque. Choisissons des o-cycles indépendants 
(respectivement différents dans le sens des e-homologies **)) :,,...,2,, 
où l'on ap =p(o,e) — p (6%, e). Puisque les z; sont de toute ma- 
nière des 0.-cycles, et puisque aucun ensemble de p + 1 cycles ne peut 
être indépendant (respectivement constitué de cycles distincts 
deux à deux) dans le sens des e-homologies, le cycle z doit être 
e-homologue à une certaine combinaison linéaire des cycles z,, ... 

. ., Zp (respectivement à un certain z;), i.e. à un certain o-cycle, de 
sorte que le théorème de rapetissage est démontré pour les groupes 
de coefficients À et 7». 


4. Groupe de coefficients %. De même que pour les notions 
introduites au $ 7 du chapitre 1 pour les complexes finis, nous appel- 
lerons maintenant tout ô-cycle z, relativement au groupe de coeffi- 
cients N,, cycle du premier type si on peut l’obtenir à partir d'un 
cycle z pour le groupe de coefficients Ÿ en remplaçant les coefficients 
des simplexes du cycle z par les résidus modulo {1 correspondants. 
Nous écrivons alors z, = t,z.' On déduit immédiatement du théorè- 
me de rapetissage, démontré pour le groupe de coefficients %, la 
validité du 

Lemme. Pour chaque e >> 0 il existe un ©, >> 0 tel que chaque o.- 
cycle du premier type est e-homologue, pour tout o => 0, à un certain 
o-cycle (du premier type). 


En effet, supposons que z, = 1,2 est un o.-cycle du premier type 
(le nombre 04 étant défini de la même manière que ci-dessus pour le 
groupe de coefficients À) et 


z= 2" (pour R). 
€ 


*) Dans le cas où le groupe de coefficients est un groupe fini (en particu- 
lier, le groupe J,,), l’ensemble de toutes les chaînes Cie a fortiori de tous les 
cycles) d’un complexe fini quelconque (en particulier, de K,) sera également un 
ensemble fini. Par conséquent, il existe un nombre p’ maximal tel qu’il n'y 
a pas dans z plus de p’ ô-cycles non &-homologues entre eux. Dans le cas du 
groupe de coefficients Z,, ce nombre p”’ sera désignépar p, (6, €). 

**) J.e. non e-homologues deux à deux. 
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Alors on a également z, = 1,2 — 147’ pour N,, ce qui signifie (si 
£ 


l'on a choisi pour z un o-cycle quelconque) que le lemme est dé- 
montré. 
Nous pouvons maintenant terminer rapidement la démonstration 
du théorème de rapetissage pour le groupe de coefficients f.. 
Supposons que le nombre &e est donné. Choisissons 6, = 0, (e) 
de sorte que chaque 06,-cycle du premier type pour tout © << 6, soit 
e-homologue à un certain o-cycle *). Considérons ensuite un 0,/3- 
filet et construisons les complexes correspondants À = X5, et K” = 
— K6, = À. Puisque chaque o.,/3-cycle z de l’espace peut être pro- 
jeté sur un certain cycle du complexe X, nous avons l’homologie 


(1) 3 7 50: 

O1: 
où z, est un cycle du complexe À **). Ce cycle appartient à l’une des 
classes d'équivalence v,, . .., v, (le nombre de ces classes est fini 


d’après le $ 4 du chapitre 1) qu'engendre le sous-groupe des cycles du 
premier type dans le groupe de tous les cycles du complexe X. Il 
est alors évident que cette classe est bien définie par le cycle z; 
désignons l’ensemble de tous les cycles z pour lesquels z, € vx par 
Un R—1,...,5. 


Pour chaque Ô << F désignons par uÿ, l'ensemble (éventuelle- 


ment vide) des ô-cycles contenus dans v,. Lorsque 6 décroît, l'ensem- 
ble uÿ ne peut croître et, par conséquent, dans les cas où — pour un À 
fixe — l'ensemble u? est vide, il existe un nombre 6, tel que les 
ensembles n° sont vides pour tous les Ô < 6; ; le nombre À prend une 


quantité finie de valeurs, et il existe donc un ©, < A tel que 


si 1, 2, ..., s’ sont ceux des indices 1, 2, ..., s pour lesquels les 
ensembles ue, ..., ue sont non vides, alors chacun des ensembles 


Uj, - -., U, contient des o-cycles pour tout © suffisamment petit. 

Supposons maintenant que zest un ce-cycle appartenant par exem- 
ple à u,. Pour chaque © << 04 aussi petit que l’on veut, il existe 
alors dans uv, un certain o-cycle z’ qui satisfait à l’homologie 
(1) 2! = 2,, 

o! 
où z, appartient à la même classe v, que z,; par conséquent, z1 — 
— z, est un cycle du premier type et même un o;,-cycle. Il existe 
alors, d’après le lemme, un o-cycle z” tel que 
(2) Z— 2 2”. 
€ 
*) Le groupe de coefficients est toujours R.. 


**) I] s'agit ici de cycles et d'homologies de K mod K'. Il faut prendre en 
considération que les sommets de X”’ sont dans ©. 
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Les relations (1), (1°) et (2) impliquent 


z— 2 Es z” 
€ 
et donc 
2m 2 +3. 
e 
Puisque z° et z” sont des o-cycles, le théorème de rapetissage est 
démontré pour le groupe de coefficients N..Ï 


5. Groupes de coefficients R et x. Notre démonstration du théorème de rape- 
tissage au numéro 3 pour le groupe de coefficients R était basée sur le seul fait 
que le nombre de cycles homologiquement indépendants d’un complexe fini 
à coefficients R est fini. Mais pour le groupe R, comme nous l'avons vu au cha- 
pitre 1, p. 44, cela est également vrai. 

La démonstration pour le groupe de coefficients x répète mot pour mot la 
démonstration pour ‘X,. à condition de remplacer; partout À par R, À, par x 
et la projection 1,: #—+ X, par la projection x: R — x. Nous laissons au 
lecteur le soin d'effectuer la démonstration. 


6. Démonstration du théorème de convergence. Passons enfin à 
la démonstration de l’assertion suivante. 

Le théorème de convergence est valable pour tout groupe de coefji- 
cients A pour lequel on a le théorème de rapetissage. 


Démonstration. Posons) 6, — €, ô, — 0. (où o se 
définit comme dans le théorème de rapetissage) et choisissons des 
nombres positifs Ô:, O3, + - -, Ôx, - - . tels que pour chaque X nous 
ayons les inégalités 


È  Ô 
On+1 LS s On+1 LOS, 


(o se définit toujours comme dans le théorème de rapetissage). Dési- 
gnons par z, Un 6.-Cycle choisi une fois pour toutes et supposons que 
le ô,-cycle z4 est déjà construit. Il existe, d’après le théorème de 
rapetissage, un tel Ô,,1-cycle z:+:, qui est ô:_,-homologue au cycle z,. 
Ainsi, on a une suite 


(3) Zi, Zoo co Zhyeee) 
z, étant un Ôô,-cycle et z, — Zz1H. Puisque ô; — 0, la suite (3) est 


k=1 
un cycle véritable convergent qui est e-homologue au o.-cycle z, 
donné. 

Le théorème de convergence peut évidemment être énoncé sous la 
forme suivante, souvent commode pour les applications. 


Théorème 7’. Soit X un compact d'un espace euclidien ou hilber- 
tien et O un sous-ensemble fermé de X. Soit OX un voisinage donné de 
l’ensemble X (dans l'espace euclidien ou hilbertien que l'on envisage). 
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Il existe alors un nombre © >> 0 (qui dépend du choix du voisinage OX) 
tel que (pour les groupes de coefficients I», R, R., R, x) chaque 
o-cycle de X mod ® est homologue dans OX mod © à un certain cycle 
mod © convergent dans X. 


Enfin, puisque chaque cycle polyédral*) situé dans un o-voisinage 
de l’ensemble X, envisagé dans une subdivision suffisamment fine, 
peut être envoyé par un o-déplacement (qui induit une homologie 
dans ses pour © suffisamment petit) dans un 20-cycle du compact X, 
on a le 


Corollaire 1 (du théorème de convergence). Supposons que X 
O, OX ont la même signification que précédemment (le compact X étant 
un sous-ensemble fermé d'un espace euclidien R"). IT existe alors un 
6 >> 0 tel que chaque cycle polyédral z, situé dans un o-voisinage de 
l'ensemble X dans R”, est homologue dans O (X, e&) à un certain cycle 
convergent 


ss 2h sa) 


] 
an 
. 
tn 
, 

. 

e 


z 
du compact X (i.e. pour chaque 2, il existe une chaîne x; contenue dans 
O (X, e) telle que Axz = z — 23). 


Corollaire 2 (du théorème de convergence). Soit A un groupe de 
coefficients pour lequel le théorème de convergence est valable. Supposons 
que le compact X possède un cycle relatif de dimension n (pour le groupe 
de coefficients À) 


= (2,2,...,2#,...), mod O, 


lel que pour un certain e >> Ü le cycle 2% n'est pas homologue à zéro dans 
X mod ® **) pour tous les k, tandis que le cycle 71 = Az% n'est pas 
£-homologue à séro dans ©. Alors X contient un cycle convergent relatif 


y" = (y, Ye, ..., yat...) modj®, 
non e-homologue à zéro dans À mod ®, pour lequel 
Ay"= (Ay}, Au, ..., AY...) 


est un cycle convergent de D, non e-homologue à zéro dans ® (et évidem- 
ment homologue à zéro dans X). 


*) Une chaîne polyédrale x située dans un ensemble ouvert T & AR? esr une 
torme linéaire x — D'aitr, où ti sont des simplexes de l'. Ici par simplexe de 
dimension r de l'on veut dire l’ensemble contenant r + 1 points et possédant 
une enveloppe convexe (le corps du simplexe) contenue dans l. L'orientation 
du simplexe t7, de même que les notions telles que bord d’une chaîne, cycle, 
homologie, se définissent automatiquement. Remarquons que, contrairemen, 
aux chaînes de triangulations, les simplexes d'une chaîne polyédrale peuvent 
avoir des points communs. 

*+) Un tel cycle sera dit complètement non homologue à zéro. Remarquons que 
tout cycle convergent nôn Homolomue à zéro est automatiquement complètement 
non homologue à zéro. 
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En effet, choisissons d’après le théorème de convergence le nombre 
0. pour € donné. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que 
tous les z sont des o,-cycles. Alors, d’après le théorème de convergen- 
ce, il existe un cycle relatif convergent 
= (is Y2s es Uhreo.), MOd D, 


e-homologne dans X mod ® au cycle z? et par conséquent non e-ho- 
mologue à zéro dans À mod ©. La première assertion du corollaire 
est démontrée. 


Démontrons maintenant que l’on a (pour tous les k) 
(4) Ayr — Az; dans O. 
€ 


En effet, puisque y? — z® dans X mod ©, il existe une e-chaîne 1%*! 
(4 
dans À pour laquelle 
Azg! = Yh — 21 —Ux, 
où u; est une e-chaîne située dans ®. Alors 
0 = AArkT! — Ayf— Azf— Aux, 
1.e. 
Ayr — Azi = Aux, 
Ayr — Ai dans ®, 
e 


ce qu il fallait démontrer. 
Puisque Az£ n'est pas e-homologue à zéro sur © (quel que soit 4), 
il découle de notre démonstration que Ay n'est pas e-homologue 
à zéro sur (quel que soit k). I] reste à démontrer que 
"= (Ayf, Ayr, ..., Aux, ...) 


est un cycle convergent sur ®. Puisque y" est un cycle relatif conver- 
gent sur À mod ©, alors pour tout n > 0 et pour tous les entiers p 
et g suffisamment grands, il existe une 7-chaîne x,*, sur X pour la- 
quelle 


n+1 n n n 
Ath, a = Up —Uq — Up, q 
où u>,4 est une n-chaîne de ®. Alors, en raisonnant comme précé- 
demment, nous obtenons 
_— +1 n ñn n 
0= Az; 4 = Ayy — Ayg— Aus, 9, 
1.e. 
n n n 
Au», 4 — Ayp — Aya; 


ce qui démontre la convergence du cycle y"! = {Ayk} et donc le 
corollaire 2 du théorème de convergence. 


93—0139 
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$ 8. Classification homologique et homotopique 
des applications d’un compact dans un autre ; 
cycles continus 


Les applications f, et f; du compact À dans le compact Y sont 
dites homologues entre elles (ou appartenant à une même classe 
d’'homologie) relativement à un groupe de coefficients donné A si 
ces deux applications induisent pour tout r le même homomorphisme 
Î = fo = f, du groupe A (X, À) dans le groupe AT (Y, Y). 

Deux applications homologues entre elles relativement à tout 
groupe de coefficients sont dites complètement homologues. 

Nous donnerons maintenant, pour le cas des compacts, une dé- 
monstration élémentaire d’un théorème démontré dans un cas plus 
général au chapitre G. 


Théorème 9. Deux applications f, et f, du compact X dans le com- 
pact Y, homotopes entre elles, sont complètement homologues entre 
elles. 

Soicnt f, et f deux applications continues homotopes du compact 
X dans le compact Y. Pour démontrer qu'elles sont complètement 
homologues, il suffit d'établir que pour tout cycle véritable (relati- 
vement à un groupe de coefficients quelconque) 


(2, 2 sd miasos) 


du compact X les cycles véritables f,z” et f,z" sont homologues entre 
eux dans Ÿ. Et pour cela il suffit de montrer que pour tout & > Oil 
existe un 4, tel que, quel que soitk > 4k,,ona 


o2k 12%. 


Passons à la démonstration de cette dernière assertion. Soit fo, 
0 < 8 < 1 une déformation *) de l'application f, dans j,. Considé- 
rons un nombre positif Ô si petit que les inégalités p (p’, p”) <6 
dans X et | 0 — 6” | <ô impliquent 
(1) P (fo:p', fo-p") << 1/3e dans YA 


Choisissons maintenant un nombre k4 si grand que pour # > 
> ks le cycle z£ soit un Ôô-cycle. 

Prenons k >> ks et numérotons dans un ordre quelconque tous 
les sommets du complexe | z4 |: désignons-les par &@, ..., a. 
Soit maintenant Il, le prisme construit sur le complexe [2 
Divisons maintenant le segment 0 < 6 < 1 en segments égaux 


(O, 01); (61, 62), Fe (1, 1) 


*) Voir [AP], p. 228. 
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de longueur inférieure à 6 ; ayant posé 8, = 0 et 6, = 1, démontrons 
pour tout i = 0, 1, ..., s—1 la relation 


(2) fosrh — foin — 0. 


Considérons l’application g de l’ensemble des sommets a, et b, 
respectivement des bases inférieure et supérieure du prisme Il, 
définies de la manière suivante: 


{ g (ax) = Je, (av), _ 
g@)=fe (a, 


On déduit facilement de la définition du nombre 6 (condition (1)) 
que l'application g envoie chaque simplexe du complexe I], dans un 
e-simplexe du compact Ÿ ; si nous désignons par II z£ le prisme sur la 
chaîne z} dans le complexe Il,, alors l'application simpliciale g 
envoie la chaîne IIzZ dans une &e-chaîne gllzf et l'on a 


Ainsi la formule (2) est démontrée. Si l’on écrit les homologies (2) 
pour i = 0,1,...,s— 1et l’on ajoute, il résulte 


fizÀ Tor fozk — 0, 
e 


ce qu’il fallait démontrer. 
Nous venons de démontrer le théorème suivant. 


Théorème 9’. Si f, et f, sont des applications homotopes du compact 
X dans le compact Y , et z'° est un cycle véritable du compact X, alors 
les cycles véritables foz” et f,z" sont homologues entre eux dans Y. 


Les notions suivantes se rapportent au résultat obtenu. 

Supposons donnés le compact X, son sous-ensemble fermé ®, le 
cycle véritable z du compact ®, l’application continue f, du com- 
pact ® dans un compact Ÿ et une déformation fe, 0 < 8 < 1 de cette 
application. La famille des cycles véritables f, (z) du compact Y, 
ordonnée par le paramètre 6, s’appelle déformation de l'application 
fo du cycle véritable z. En particulier, si X = Y et f, est l’application 
identique de ® dans X, alors la déformation de l'application fo 
du cycle véritable z s'appelle simplement déformation du cycle véri- 
table z dans le compact X. Le théorème 9” implique le 


Théorème 9”. Tout cycle véritable z du compact X a pour image 
par une déformation dans le compact X un cycle qui lui est homologue 
dans X. 

Remarquefondamentale. Soient À = X un polyëè- 
dre, z, un cycle de la triangulation ÆX; désignons comme toujours 
par À} la h-ième subdivision barycentrique du complexe X et par 


ge 
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Zn = Snzo la subdivision correspondante du cycle z,. Envisageant X}, 
comme complexe des sommets correspondants, nous obtenons le 
cycle convergent 


A OR 


du compact X identifions ce cycle véritable avec le cycle 20. 
Après cette convention, il est naturel d'appeler image fz du cy- 


cle z, par l'application continue f du polyèdre X — À dans le compact 
Y le cycle véritable 


fz = (20: ET y fZhs ee DE 


Dans le même ordre d'idées, introduisons la définition générale sui- 
vante. 

Le cycle z7 convergent du compact Y s'appelle cycle continu s’il 
peut être représenté sous la forme 


(3) Zy — Î2k; 
i.e. comme image continue d’un cycle z; d’une certaine triangula- 


tiou À par une application continue f : R + Y. La représentation (3) 
s'appelle représentation paramétrique du cycle continu donné. 

Tout ce qui a été dit se généralise sans difficulté au cas des cycles 
et des homologies relatives. Supposons donnée une application con- 
tinue œ du compact XÀ dans un compact Ÿ qui applique un sous- 
ensemble fermé © = X dans un sous-ensemble fermé Ÿ = Y. De 
telles applications seront appelées brièvement (®, Ÿ)-applications 
et s'écriront ainsi : @: À —+ Ÿ , D —+ Y. Nous pouvons envisager égale- 
ment une (®, W)-déformation de l'application po: À — Y, D —+Y 
dans l'application p,: X — Y, ® —+ Y en entendant par cela une 
famille de (D, Y)-applications ps: À — Y, © —+ Y qui dépendent 
continôment du paramètre 86, 0 & 6 < 1. Les applications @, et 
1, liées par une (®, W)-déformation, sont dites (®, W)-homotopes 
entre elles. 

Pour chaque (®, W)-application p: À — Y, O — Y, tout cycle 
véritable (convergent) z> dans X mod ©® est envoyé dans un cycle 
véritable (convergent) z; = fz7 du compact Y mod WY et tout cycle 
homologue à zéro dans X mod © est envoyé dans un cycle homologue 
à zéro dans Ÿ mod Y. Par conséquent, la (D, )-application @ donnée 
induit un homomorphisme de même nom du groupe A5 (X, mod ©) 
dans le groupe A5 (Ÿ, mod W); on peut donc toujours envisager 
l’équivalence homologue de deux (®,W)-applications du compact X 
dans le compact Y. Une modification facile de la démonstration du 
théorème 9 permet d'obtenir le 


Théorème 10. Deux applications p,: À — Y, D — Y et p,: À —+ 
—#Y, D —+ YŸ homotopes entre elles du compact X dans le compact Y 
sont complètement homologues entre elles. 


9] APPROXIMATION SIMPLICIALE 133 


$ 9. Approximation simpliciale d’une application 
continue d’un polyèdre dans un autre ; degré 
d’une application 


1. Approximation simpliciale d'une application continue. Nous 
savons déjà qu’une application simpliciale f d’une iriangulation X, 
dans une triangulation KX$# induit une application continue f du polyè- 
dre X, dans le polyèdre X$, définie sur chaque simplexe T = 
— le ...e,|€ À, comme application affine de ce simplexe sur le 
simplexe /T engendrée par l'application e,; — fe; de ses sommets. 
On dit que l'application Î est l'application simpliciale du polyédre 
X = K, dans le polyèdre Y = Kg induit: par l'application simpli- 
ciale f de la triangulation K, dans la triangulation K8. 

Supposons donnée une certaine application continue œ du polyè- 
re X dans le polyèdre Y.. Soit f: À —+ Ÿ une application simpliciale 
induite par l'application simpliciale j : A, — K$ d’une triangulation 
K, du polyèdre X dans une triangulation X$8 du polyèdre Y. 

L'application f (et aussi l'application jf) s'appelle approximation 
simpliciale de l'application œ relativement à la triangulation Æ$ du 
polyèdre Y si pour chaque point x € X le support *) TE du point fx 
dans le complexe X,$ est une face propre ou impropre du support 
TÉ (dans le complexe X$) du point px. 

Si KA contient un sous-complexe **) @, et Kg un sous-com- 
plexe Vs, et l’application œ est une (®,,Ÿ#)-application{(i. e. ço, = 

8), alors l’approximation simpliciale f: K, —+ K69 de l’applica- 
tion o s’appelle (O,, Ws)— approximation lorsque JO, = Ys. Dans ce 
cas l’application f: O, —— Ws est automatiquement une approxima- 
tion simpliciale de l'application p: ©, —+ Ys. 


Théorème 11 (de Brouwer-Hopf). Pour chaque application continue 


o du polyèdre X = K dans le polyèdre Kg il existe une approximation 
simpliciale f de cette application ; f est alorsune application simpliciale 
f:Ka—>K5, où K8 est une triangulation quelconque du polyèdreY et K, une 
subdivision suffisamment fine de la triangulation K du polyèdre X ***). 
Si les sous-compleres ®O,; = K, Vs © K$g sont donnés et @ est une 
(Oz, Yh)-application, alors on peut choisir l'approzimation f: K, —+ 


*) Rappelons que le “RpOr d'un point dans un complexe est le seul sim- 
plexe qui contient ce point. 
**) Sauf mention du contraire, tous les sous-complexes considérés dans 
ce paragraphe seront fermés. 
**) Pour Æ° on peut prendre toute triangulation du polyèdre X suffisam- 
ment fine. 
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— K$ comme étant une (®,, Wh)-approzimation, où D, = X, est la 

subdivision du sous-complere D, = K obtenue en passant de K à K,. 
Avant de démontrer le théorème d'existence des approximations 

simpliciales, indiquons-en deux propriétés importantes. 

Première propriété. Chaque approximaton simplicia- 
le f: À, —+ K8 est homotope à l'application p: de plus, si q est une 
(®,, Ys)-application et f son (D, Ys)-approximation, alors l’appli- 
cation f est (D, Ÿa)-homotope à l'application D. 

Cette propriété découle immédiatement du fait que pour chaque 
point x E À (respectivement x € P.)ilexiste un simplexe Ts € KB 
(respectivement Ts € Wa) tel que les deux points ox et fx sont conte- 
nus dans l’adhérence du simplexe Ts. 

On déduit également de cette assertion la 


Deuxième propriété. Si tous les simplexes du com- 
plexe X$ sont de diamètre inférieur à e >> 0, alors p(ox, fr) <e 
quel que soit x € X. 

Venons-en à la démonstration du théorème. Pour considérer direc- 


tement le cas des (O,, Ÿs)-applications, démontrons tout d’abord le 
lemme suivant. 


Lemme. Supposons donnés un polyèdre % = K,un à polyèdre Y = 
— K$, des sous-compleres ©  K, Va « Khp, et une (®, Y$)-applica- 


tion continue @:X — YŸ, D—+ Ya. Soit K, une subdivision suffisam- 
ment fine de la triangulation K et D, = K, la subdivision correspon- 


dante du sous-compleze D = K. Alors l'image qÜe, de toute étoile 
Oez du sommet ei du complexe K, est contenue dans une certaine étoile 
Oeé du complexe KB, et l’on peut supposer que à est un sommet du com- 
plere Vs, à condition que ei, soit un sommet du complexe D... 


Démonstration. Supposons que V est le voisinage dans ŸY 
du polyèdre Ÿs obtenu en prenant la réunion de toutes les étoiles 
(relativement à ÆX8#) des sommets du sous-complexe Vs = K4. 
Soit U un voisinage dans X du polyèdre ® si petit que glU] = V. 
Désignons par w’ l’ensemble de toutes les étoiles Oei = Y, où eà € Ya. 
Alors w’ recouvre le compact plU] = V & Y. Désignons par n le 
nombre positif jouant le rôle de nombre de Lebesgue aussi bien du 
complexe KÆ$ (i. e. du recouvrement w du polyèdre Y consistant de 
toutes les étoiles dei des sommets ef de ce complexe) que du 
recouvrement &” (du compact  [U]). Soit K,, une subdivision si fine 
de la triangulation X que l’image qÜes de toute étoile de cette subdi- 
vision est de diamètre inférieur à n, et soit ©, la subdivision de ® 
correspondante telle que l’on ait Oe, = U pour € € ®,. Alors cha- 
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cun des ensembles pÜes est contenu dans une certaine étoile Oes 


du complexe X$. Donc, si e, EM, l'ensemble pOes est contenu 
dans le complexe [U] et a un diamètre égal au nombre de Lebesgue 


du recouvrement w’ de ce compact ; @Ües est donc contenu dans un 
certain élément du recouvrement w’ de ce compact, i.e. dans l'étoile 


Oei d'un certain: sommet e du! complexe Ws. Le lemme est dé- 
montré. 

Faisons maintenant correspondre à chaque sommet e € K, un 
certain sommet fe, — ex? du complexe X8 de manière à avoir 
qÜes, = Oex” et ei) E Vs dès que el € D,. L'application des som- 
mets obtenue ei, —+ eë définit une application simpliciale f:Æ, —- 


— Kp, D, — Ys. En effet, étant donné un simplexe 74 = | nie 
. eg |, les étoiles Oeïs, . .., Oez ont une intersection non vide 


Ô | eŸ. . ei] dont l'image pÜ | ei ...eÿ | est contenue dans l'inter- 


section eg n es Oex | qui ne peut donc être vide ; par conséquent, 
ee, ef”? sont les sommets d'un simplexe Ts = fT, du com- 


plexe Xs. Alors e ED, implique fer € Yp de sorte que fD, = Ya. 

Démontrons que l'application simpliciale fs:K, — Kp, D, —+ 
— Y$ que nous avons construite est effectivement une approximation 
de l'application œ (relativement à la triangulation Kg). 

Supposons que le simplexe 7, = le. . .ex | est le support dans 
Æ,, d'un point quelconque x € X = X,. Alors le support du point fz 
est un simplexe Dé dont les sommets sont ef , ..., ") (certains 
d’entre eux peuvent coincider, ce qui nous ne dérange aucunement). 
Par construction de l'application f, nous avons 


pÜei, a 0e pour è—0,...,r, 
et donc 


prepÜes n ... Nn des = On... N Üei = ÔTF. 
Désignant par T$° le support du point x dans X$, nous voyons que 
TR S ÔTÉ, ie. TS EOTÉ, ce qui, signifie justement que T5 


est une face propre ou impropre du simplexe 7%. Le théorème est 
démontré. 


La remarque suivante nous servira au chapitre 7. 

. Remarque. Supposons que, dans le théorème de l'approximation sim- 
pliciale, l’application o était déjà simpliciale sur le sous-complexe fermé 4 = K 
de la triangulation Æ du polyèdre X. L'analyse de la démonstration nous montre 

ue l’approximation simpliciale f de l’application œ peut être soumise à la con- 
ition supplémentaire suivante: f coïncide avec l'application donnée sur 4, 
et en plus, le complexe À n'est pas subdivisé. 
Si l'on ne cherche de à éviter la subdivision de À, cette remarque est simple- 
ment évidente : il suffit de prendre pour images des sommets de la subdivision 
4, du complexe À leurs images par . 
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11 est également facile de se passer de la subdivision de 4. En effet, il 
importait dans la démonstration que les étoiles de la subdivision X,, aient pour 
images les étoiles des sommets de la triangulation K,. Pour les sommets des 
étoiles de À (relativement au complexe À) ceci reste vrai déjà pour le complexe X 
non subdivisé. Par conséquent, certains voisinages dans X de ces étoiles sont 
appliqués dans les étoiles des sommets de la triangulation X,. En choisissant 
une subdivision À, suffisamment fine, sans subdiviser les simplexes de À *), 
on peut obtenir que l'étoile du sommet e € À soit située dans le voisinage choisi 
de cette étoile et s'applique donc dans l'étoile d'un certain sommet de K38. 
Pour les sommets qui n’'appartiennent pas à À le raisonnement reste le même 
qu'auparavant. 


2. Autres propriétés des approximations simpliciales. Conservons 
toutes les notations du n° 1 (le groupe de coefficients est quelconque 
mais choisi une fois pour toutes). 

Comme toute application simpliciale, l’application simpliciale 
construite f:KX, —> Kp, D, — Wg induit un homomorphisme f = 
= fp: A (K,, mod D.) —+ A’(Ks, mod Ws) des groupes d’homologie 
relatifs correspondants (voir $ 8 du présent chapitre). D'autre part, 
en vertu du théorème 10, les applications f:X4 — Kp, D, — Ys et 
ok, Ke, Dar D (D, Ys)-homotopes induisent le même 
homomorphisme 

p=fé8: AîK« mod O,)—+AT(Ks, mod Y). 


Mais les groupes A£(X, mod®,) et A’(KX4, mod©®,) (respective- 
ment A(Y, mod Ye) et A’(Æp, mod Ws)) sont liés par les isomor- 
phismes de déplacement canonique **) ca: Aï(X, mod ®,) —+ A’ x 
X(Kœ, mod@®) (respectivement og: AC(Y, mod Ys) —+ A7 (Xp, 
mod Ys). Il découle de la définition même de ces isomorphismes 
canoniques qu'ils sont liés entre eux par les isomorphismes 


p: A;(X, mod O,)—+ A (Y, mod Ys) et f:A7(Ke, mod D) —+ 
— A'(Kg, mod Ws) en ce sens que pour chaque tx € Aî(X, mod ®,) 
(respectivement CE A'(K«, mod ®)), on a qér=0$8 ; f0atxE A X 
X (Y, mod Ÿ) (respectivement ft, — oppoz 2 € A'(Ks8, mod Ÿ)). 
Autrement dit, le diagramme 
AL (X, mod ®)—> A! (Y, mod Ÿ5) 
(1) ca | (sa . celiez 


J 
A"(Ks, mod O,) — => A"(Ks, mod W5) 
est commutatif. 


*) On peut le faire, par exemple, en effectuant un nombre suffisant de sub- 
divisions barycentriques du complexe Æ, modulo le sous-complexe À (voir p. 363). 
*+*) Nous avons défini l’isomorphisme de déplacement canonique au $ 3 du 
présent chapitre uniquement pot le cas absolu (i. e. le cas Ÿ — A). Le lecteur 
ET LME sans difficulté la construction correspondante pour les groupes 
relatifs. 
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D'autre part, chaque classe {x € AT (X, mod ®.) contient un cycle 
convergent de la forme 


r TO r 
2x = (Zas Zais 2@2» ---); 


où z4 est un certain cycle de la triangulation X,, mod @,, et 


Zais Zm2r-- SOnt ses subdivisions barycentriques successives. 
Alors, si 


fa = 29€ 2" (Kp, mod Ys), 


tandis que zfà est la k-ième subdivision barycentrique du cycle z6, 
alors 


(2) Pzx — fzx = (fza1, 202) .… .; ÎZah: CE .) si 
= (2B, Zhis -.e, ZBhr - ee 


3. Degré d’une application. Soient Y — Kg une pseudo-variété 
orientée de dimension #7, X$ une pseudo-variété combinatoire qui 
est la triangulation de la pseudo-variété Y = Kg, et zB une orien- 
tation de la pseudo-variété combinatoire XÆ$8. Les sous-complexes 
O,, et Ys sont vides. On se donne, comme toujours, une application 
continue œp:À — Ÿ et son approximation simpliciale f:X, — K8, 
où X, est une triangulation suffisamment fine du polyèdre X = X.. 
Supposons que la classe d’homologie Ê% € AC (X, I) et le cycle 
ze EZ" (K4, D) sont liés par la condition suivante : la classe £% con- 
tient le cycle convergent 


2x = (00 20e Zoh dan), 


où comme toujours zx est la h-ième subdivision barycentrique du 
cycle 26. 

Désignons par £ÿ celui des deux éléments générateurs du groupe 
cyclique infini A (Y, 7) qui contient le cycle véritable 


ZY —= (ZB, 2B1,..., ZBh) 


(alors l’autre élément générateur, — £% du groupe A° (Y, 7) contient 
le cycle véritable —z%). La classe d’homologie £ÿ sera appelée orien- 
tation invariante de la pseudo-variété Y correspondant à l'orientation 
choisie z$ de sa triangulation X$g. Dans ces conditions nous avons 


(3) PEX =vér, 


où y est un certain nombre entier complètement défini par la donnée 
de la classe d’homologie £% du cycle z%, de l'application q :X —Y et 
de l'orientation £Y (ou z6) ; la valeur absolue du nombre y ne dépend 
que de &% et œ; elle est indépendante de l'orientation de Y. 
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On déduit de la formule (2) que la formule (3) implique égale- 
ment 


(3°) fza = Y28 


et par conséquent les deux définitions ci-dessous sont valables. 

(a) Le nombre y est égal au nombre de fois que l’image par l'appli- 
cation œ du cycle véritable 7% de la classe d'homologie &% € AC (X, D) 
recourre la pseudo-variété orientée Y : 

(b) le nombre y est égal au nombre de fois que l'image par toute ap- 
prozimation simpliciale f: K,— Ke de l'application q du cycle % 
recouvre la pseudo-variété orientée K8. 

Les formules (3), (3°) sont valables également pour tout élément 
Ex du groupe A" (X, 71»), i.e. pour tout cycle véritable zx modulo m, 
à condition que le coefficient y, appelé degré modulo m, est un résidu 
modulo m *). 


Remarque. Si X — X,et Y — K$8 sont des pseudo-variétés 
orientées de dimension n, CxE A%(X, I), êÿ € AC (Y, I) sont leurs 
orientations invariantes, z et z$ les orientations correspondantes 
des pseudo-variétés combinatoires Æ, et X$, alors le nombre 
déterminé par la formule (3) s'appelle degré de l'application continue 
p:X — Y. Le degré est un invariant homologique de l'application , 
i.e. il ne varie pas lorsqu'on passe de l'application p:X — Y 
à l'application , :À — Ÿ qui lui est homologue (d'où il découle, en 
particulier, que deux applications homotopes @: À — Y et p, : À — 
—+ Ÿ ont le même degré). La formule (3°) implique que le degré d’une 


application continue œ de la pseudo-variété X = À, dans la pseudo- 


variété Y — Xg coïncide avec le degré (défini au $ 9 du chapitre 1) 
de toute application simpliciale f:X, — Æ8$ qui soit une approxima- 
tion simpliciale de q (théorème de Brouwer sur l’invariance du de 
gré d’une application). 


$ 10. Applications dans une pseudo-variété à bord 


1. Degré de l'application f : X—+Y. Dans ce paragraphe, nous 
entendons par pseudo-variété toute pseudo-variété Y orientée de di- 
mension »#, à bord (non vide). Le bord de la pseudo-variété Y — Fe 
sera désigné par Ÿ' = K: 8. Le groupe de coefficients, sauf mention du 
contraire, est quelconque mais choisi une fois pour toutes. La 
triangulation X$ de la pseudo-variété Y est tout à fait arbitraire. 

Tous les simplexes |f$;: | € X8 de dimension nr sont orientés de 
la même manière, de sorte que la chaîne z$ — 2 ti est un cycle 


*) On définit de la même manière le de ré d'une application relativement 
à un groupe de coefficients arbitraire. 


$ 10] APPLICATIONS DANS UNE PSEUDO-VARIÊTÉE 139 


mod X; de la pseudo-variété combinatoire X$8 qui est l'élément généra- 
teur du groupe Z" (K$, mod X8); le cycle relatif z$ s'appelle orienta- 
tion de la pseudo-variété K38 ; il est bien défini si l’on se donne un sim- 
plexe #40 de dimension x du complexe Æ orienté une fois pour toutes 
(t30 est un terme du cycle z$ à coefficient +1). L'orientation de la 
pseudo-variété combinatoire Æg est également déterminée par le 
cycle convergent *) 
(1) 2% = (2, ZBts -.. ZBhs +); 
que l’on appelle cycle fondamental ou cycle d'orientation véritable 
de la pseudo-variété Y = Xg. La classe d’homologie &% du cycle 
relatif z% est l'élément générateur du groupe A" (Ÿ, mod Y'). 
Faisant correspondre au cycle relatif 25 du complexe X38 le cycle 
relatif convergent (1) de la pseudo-variété Y, nous obtenons (n° 5, 
$ 5) un isomorphisme naturel du groupe A" (X5, mod X$) sur 
Af (Y, mod Y”). 
Considérons maintenant la pseudo-variété combinatoire Cp qui 
satisfait aux conditions 


(2) ltBolE Cr KB X Kg. 


Posons Ys — [X8 C4]; en considérant chaque cycle de dimenson n 
du complexe Æ,, mod X$ comme étant un cycle du même complexe 
K£ mais envisagé modulo Ÿ;,, nous obtenons un isomorphisme 
naturel entre les groupes A" (X$s, mod Kg) et A (K,, mod W;). 
Nous avons également un isomorphisme naturel entre les groupes 
AË (Ÿ, mod Y”) et A5 (Y, mod W;). On l’obtient en considérant cha- 
cun des éléments du cycle fondamental (1) comme étant un cycle du 
complexe X hr, mod Yy, (comme nous l'avons déjà mentionné, X$n, 
Yhn, etc., sont les hk-ièmes subdivisions barycentriques des com- 
plexes K,, W,, etc.). 

L'application obtenue du groupe A (Ÿ, mod Ÿ') dans A% (Y, 
mod W,) est évidemment un monomorphisme dans le groupe 
A% (Y, mod Y,). Ce monomorphisme est une surjection sur A? (Y, 


mod Ÿ3;), puisque chaque classe d’homologie de A! (Y, mod Ÿ;) 
contient un cycle relatif de la forme 


(3) zY = (2C1 Ze) FA 20h ee .); 


où z% est maintenant un cycle de la pseudo-variété combinatoire C3 
modulo son bord Ch, le cycle zc, se prolonge de manière unique jus- 
qu’à un cycle z5, du complexe 4; modulo son bord K5, de sorte que 


le cycle (3) coïncide modulo a avec le cycle (1). 


*) Iciet par la suite, dans des cas analogues, 28h est la h-ième subdivision 
barycentrique de la chaîne 28. 
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Ainsi, nous avons un diagramme commutatif 
A" (Ke, mod Kÿ) 2 AS (Y, mod Ÿ’) 
| 


Îl 


A (Ke. mod Ys) > AT (Y, mod Ÿs) 


dans lequel les flèches désignent des isomorphismes naturels. 

Considérons, en plus des pseudo-variétés Y = 45, Yo = Cp 
Ca « K& KB, le polyèdre À — KX4 (dans une triangulation quel- 
conque X,); supposons que ®, est un sous-complexe de la triangu- 
lation X,. Désignons toujours par W, le sous-complexe [X 8 Cl et 
supposons donnée une application continue 


piX—+ Y, Ds. 


En passant s’il le faut à une subdivision suffisamment fine du com- 
plexe KX,, que nous désignerons toujours par À,, nous obtenons une 
application simpliciale 

1 Ke— K 8, Di, Y, 


qui est une approximation de  ; elle est donc (®., Y ;)-homotope à ®. 
Par conséquent, les applications ç et f induisent un même homomor- 
phisme du groupe A7 (X, mod ®.) dans le groupe A7 (Y, mod Y;). 

Soit zx = Zaostai une chaîne du complexe X, relativement au 
groupe de coefficients A *) dont la frontière est contenue par D, 
(i.e. un cycle relatif z € Z" (K,, mod ©,)). Les applications et 


7 font correspondre à la classe d'homologie t% du cycle relatif véri- 
table 


(4) 2x = (2e, oise eh ...) 
la même classe d’homologie 
(5) n=qir=fox= y, 


où &z est la classe d’homologie mod Ÿ, du cycle (1), tandis que y est 
un élément du! groupe de coefficients A qui ne dépend que de la clas- 
se d’homologie L%x € A" (X, mod ®,) du cycle z6 (mod ®,) et du 
choix de l'orientation de la pseudo-variété Y (en passant à l'orien- 
tation opposée, on transforme y dans — y). 


Cent 


La classe d’homologie n% (mod Ÿ;) contient le cycle relatif 


fx LE (22, FER .) fZah ee ). 
Mais fza — fze est le cycle zf (mod Ws) pris avec un certain coeffi- 
cient Ô E A, tandis que ze, est la h-ième subdivision barycentrique 


*) En fait, nous n'aurons affaire qu'au groupe ce coefficients suivants: 
I, Im» Nas R, # (voir & 4 du chapitre 1). 
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du cycle fz. Ainsi, 

1% = Ô (z$, ZB1 4 ZBh; nn .) 
et sa classe d’homologie est Ô £%, de sorte que n% = Ô£% = y Cÿ, d'où 
l’on déduit ô = y, et donc le coefficient y se détermine uniquement 
à partir de l’équation 


(6) fa = 26 (mod WY). 


Autrement dit, le coefficient y est défini de manière invariante par 
l'égalité 


(7) péx = y? (mod Ÿ3) 


et peut être ‘également défini par l'égalité (6) comme le degré, ou 
la multiplicité, avec lequel l’image du cycle relatif za (mod ®.) par 
l'application f, qui est une (D, Ÿh)-approrimationsimpliciale (quel- 
conque) de l'application ®, recouvre la pseudo-variété C8. Mais alors 
y est aussi la multiplicité avec laquelle l'image de la chaîne 2 
par l'application f recouvre le simplexe [fko|ECgs, pris avec la 
même orientation tgo qu'il possède en tant que terme de la chaîne 
frè=y Dt%. Pour chaque simplexe #5; de la chaîne z = D œutoi 
posons maintenant d;j=1 si floi=tfo; d=—1 si ftai=—t8o; 
d=0 si fliul#ltl. 
Alors 


(8) V = >» d;ai. 


Supposons maintenant que C$ est une autre pseudo-variété qui 
satisfait aux conditions Ci =K8 XKh, |tBolECs et ps 
E [Ke Cl | 

Posons ŸY:=Cs, Vs =[Kp X Ch] et écrivons la formule 


(7') péx = v'éY (mod Ÿ3), 


analogue à la formule (7). On voit facilement que y = y’. En effet, 
en désignant par Ÿ, le complément du simplexe ouvert | {80 | dans 


le polyèdre Y = K3, nous déduisons des égalités (7) et (7') les 
égalités 

péx = ver (mod Y), px 767 (mod Y,) 
qui impliquent y£5 = y & (mod W,) et donc y = y’. 


Remarque. L'égalité y” = y se déduit aussi directement de 
la formule (8). 


142 THÉORBMES D'INVARIANCE [CE 2 


2. Degré d'une application au point 0 € Y. Supposons donnés un 
point o de la pseudo-variété Ÿ, non situé sur son bord Ÿ”, et un po- 
lyèdre X avec son sous-polyèdre ® quiest le support d’un certain sous- 
complexe d’une triangulation de ce polyèdre X. Supposons ensuite que 
l'on se donne une application continue q :X — Ÿ pour laquelle 
pD = Y Xo. Enfin, supposons donnée une triangulation KX, du 
polyèdre X, telle que le support du sous-complexe ®, soit le polyè- 
dre ®, et choisissons dans la triangulation X, une chaîne z% de di- 
mension x dont la frontière est contenue dans ®, (de sorte que x£ € 
EZ" (Ko, mod ®,)). En subdivisant s’il le faut, on peut supposer la 
triangulation Æ, aussi fine que l’on veut. Nous supposons que la 
triangulation X, de la pseudo-variété Ÿ satisfait à la condition sui- 
vante : le support du point o dans le complexe X, est un simplexe de 
dimension 7, noté | #fo |, dont l’adhérence n’a pas de point commun 
avec un certain sous-polyèdre Ÿ:, Ys « Kg qui contient l’ensem- 
ble PA. A part cela, la triangulation X, est arbitraire. L’ayant choi- 
sie, nous exigeons que la triangulation X, soit si fine que l’applica- 
tion p:X — Y, D, possède une approximation simpliciale 
1'Ka— Kg» Pr > Wg. Alors, quelle que soit la pseudo-variété 
Ca = Kg qui satisfait à la condition VW, = [IK&X Cl = Ypo (une 
telle pseudo-variété sera, par exemple, l’adhérence du simplexe 
| Lao 1), les égalités (6), (7), ainsi que (8) déterminent un élément du 
groupe de coefficients y = yg(o, zG) = y; (0, xc) (dans (6), (7) il 
faut prendre les deuxièmes membres respectivement modulo Y,, et 
modulo Ÿ 0). Le coefficient y ne dépend pas du choix de la triangula- 
tion X4 et de la pseudo-variété C; (dans le cadre des conditions 
imposées à Æ, et à C;); on l'appelle degré (ou multiplicité) avec le- 
quel l’image de la chaîne x54€ Z"(K,, mod ©.) par l’application 
continue p:X— Ÿ recouvre le point o € Y. Il est alors évident que pour 
deux chaînes x € Z" (K,, mod ®)et ré € Z" (K4, mod ®Œ)ona 


Ÿ (o, Tata) = (0, Ta) +7 (0, Ta). 
Démontrons l’assertion suivante. : 

A. Si le bord d’une pseudo-variété Y = K$ est non vide, et 26 
est un cycle de la triangulation K, :Az£ = 0, alors le degré y avec le- 
quel l'image du cycle z£ par l'application q recouvre le point o est nul. 

En effet, par l'application simpliciale f, le cycle z a pour image 
le cycle fz6 = yz8 du complexe K,. Mais Æ3%, étant une pseudo- 
variété à bord, ne contient aucun cycle de dimension nr non nul et 
par conséquent y = (0. 

On peut maintenant obtenir les propositions B et C. 


B. Le degré avec lequel l’image par l'application p'Kke— K3; 
D, — Y, de la chaîne donnée 26 € Z" (K,, mod ®,) recouvre le point 
o ne dépend que de la frontière 25°! = Axis € Z""1Y, de la chaîne re, 
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ie. est le même pour toutes les chaînes x4 € L'K, à frontière donnée 
ze! = Axÿ. On l'appelle par conséquent tout aussi bien ordre du 
point o relativement au cycle continu qz@ * ; il est défini pour tous les cy- 
cles 2° E Z"10, homologues à zéro dans K,.. 

En effet, supposons que nous avons, en plus de la chaîne x? 
une autre chaîne yh E L'K, à frontière 


Aya = At = 20. 


Alors 2% = 1x — y, € Z"K, et, d’après les considérations précé- 
dentes, Yo (0, za) — 0. Mais, évidemment, Yo (0, za) = Va(o, 28) — 
—Yo (o, y), de sorte que Yy (0, zx) = Yo(0, ya), ce qu'il fallait 
démontrer. 

C. Six? — 0 dans K,, mod Ÿ,,, alors y, (0, za) = 0. 

En effet, soit x%*!' € L'*1K, une chaîne de dimension 7 +1 pour 
laquelle 


ArG = Ze + Ya, OÙ ya est contenu sur Y,.. 


Alors Ax%*! = x6+y% est un cycle de dimension x dans À, dont 
l'image par l'application f recouvre, en vertu de la proposition A, 
le simplexe t#f, avec degré zéro. Mais puisque l'application f envoie 
la chaîne y dans le complexe Y',, le degré avec lequel x recouvre le 
simplexe f$ € Ag est ne au degré avec lequel ce même simplexe 
est recouvert par le cycle zx + yé, i.e. est nul. 


3. Ordre d’un point relativement à un cyele continu de dimen- 
sion 2 — 1 dans un simplexe de dimension n. Soit Q" un simplexe 
fermé de dimension r dans R"; son intérieur est le simplexe ouvert 
Q". Supposons donné dans Q" un cycle continu de dimension # — 1 
dans sa représentation paramétrique ®,% * relativement au groupe de 
coefficients A. Cela signifie que dans une triangulation Ÿ,, située 
dans un certain R" = R*, on a un cycle z5"! et une application conti- 
nue m:Y,—> Q". Soit o € Q" un certain point qui n'appartient pas 
à l'ensemble p,Ÿ,. On peut alors définir un élément y du groupe A, 
que l’on appelle ordre du point o relativement au cycle continu qço2x 1. 
Choisissons une triangulation X, (dans un certain R4 = R7 = R") 
qui contient W, sous forme de sous-complexe et satisfait à la condi- 
tion 7-1 0 dans X, (pour X, on peut choisir, par exemple, un cône 
‘construit sur W,). Prolongeons l’application @:Ÿ,—> Q" jusqu'à 
une application continue @:X,4, — Q". Soit x; une chaîne du com- 
plexe X,., dont la frontière est le: cycle z!. Alors le degré y avec lequel 
l’image par l'application : K, — Q" de la chaîne x recouvre le 
point o (i.e. le simplexe quelconque Q"”, o € Q°" & Q"XpŸ) s'avère 
défini, et ce degré est appelé ordre du point o relativement au cycle 
continu p22 *. On vérifie facilement que notre définition est correcte, 
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i.e. elle ne dépend ni du choix de la triangulation Æ4 = Y,, ni du 
choix du prolongement continu œ:K, — Q" de l'application Po : + 


—Q", ni enfin du choix de la chaîne x£ dont la frontière est 2771. 

En effet, on voit tout d'abord que le degré y que nous venons de 
définir ne change pas si nous remplaçons la triangulation K, = Ye 
par une triangulation isomorphe K® = Y, (située dans un autre 
espace R*H) avec la chaîne z£* correspondante (par l’isomorphisme 
considéré) dans cette triangulation. 

Supposons qu'en plus de Æ,, @, x, on se donne K,, @’, x. 
D'après la remarque précédente, on peut (en passant éventuellement 


à des complexes isomorphes) supposer que les espaces R£ et RY° qui 
contiennent les polyèdres respectifs K, et K4 sont contenus dans un 
certain R" (avec N suffisamment grand) et ont pour intersection le 
sous-espace R" qui contient le polyèdre Ÿ... Alors K Ke g K,, = Y, 

et nous avons l'application continue £ du polyèdre Ka U 4 dans Q”, 
qui coïncide avec y sur À, et avec p’ sur À4. Le cycle z — A — TS 


du complexe K, U ÆX, est appliqué dans la pseudo-variété Q” avec 
degré zéro au point 0 (proposition A), d'où l’on peut déduire que les 


ie avec lesquels les images par les applications q: &, — Q" 


et p': K, —+ Q" des chaînes z£ et x;" recouvrent ce point sont égaux. 
Considérons le cas particulier où za ‘est un cycle d’une certaine 


triangulation X, du simplexe Q" (et donc , est l'application identi- 
que). Supposons que le point o est en position générale relativement 
à la triangulation Ka i.e. est situé à l’intérieur d’un certain simplexe 


| tés, | € KA. Alors"! = Ar, xe = d'citt i1EL’'K,,et, évidemment, 
l'ordre y du point o A au cycle z5°* est égal au coefficient 
Cio du terme #6, de la chaîne x6, où #1, contient le point o (on voit 
facilement que la triangulation X, possède une chaîne unique dont la 
frontière est le cycle z6 '). 

Pour généraliser les conditions dans lesquelles on peut définir 
l'ordre d'un point relativement à un cycle de dimension #7 — 1 de 
R", une digression nous sera nécessaire ; elle nous servira d’ailleurs 
par la suite. 


4. Digression : le complexe K- et ses chaînes (chaînes d’un ensem- 
ble ouvert FER"); complexes de Brouwer. Soit l un ensemble ouvert 
de l’espace euclidien R” (en particulier, le cas F — AR" est possible). 
Désignons par Æ'r le complexe des simplexes formes par tous les 
ensembles de points e,, . . ., e, dont l'enveloppe convexe est contenue 
dans F. Alors si r<n et les sommets e,, . .., e, sont indépendants 
(sont en position générale dans RÀ”), ils déterminent un simplexe 
géométrique (ouvert) {" — |e, ... e, | de dimension n, que l’on 
appel'e simplexze (non dégénéré) du complexe K7 (ou de l’ensemble 
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ouvert l'= À”) aux sommets e,,...,e,. Mais si les sommetse,, ... 

.., € Sont dépendants, i.e. sont situés dans un sous-espace de di- 
mension <<r (en particulier, sir >), nous dirons que l’ensemble de 
sommets €», - -. e- détermine un simplexe dégénéré |e, ... e, |. 
Les sous-complexes complets finis du complexe Æ-r pour 7 — R° 
s'appellent complexes de Brouwer de l’espace R”. 

On appelle support de tout simplexe du complexe Kr (dégénéré ou 
non dégénéré) l’enveloppe convexe de l’ensemble de ces sommets; 
ainsi, le support du simplexe non dégénéré |e,...e, | est le sim- 
plexe fermé de sommets e,, . .., e,. 

Le complexe XÆTr' étant défini, on définit naturellement les chaî- 
nes (toujours finies!) de ce complexe, leurs frontières et leurs homo- 
logies dans Ær. Nous dirons brièvement que ce sont les chaînes, les 
frontières, les homologies de l’ensemble ouvert T et nous considérerons 
les groupes A’Xr de cet ensemble. 

Si F” 2 F, alors évidemment Ær: = Xr, de sorte que chaque chaî- 
ne de |’ ensemble T' est également une chaîne de l’ensemble T' = }F,, 
et une chaîne de chaque Fest une chaîne de R”. 

On appelle support d'une chaîne x de l’ensemble ouvert [le po- 
lyèdre rx = T égal à la réunion de tous les simplexes qui figurent dans 
la chaîne x avec des coefficients non nuls. 


5. Ordre d'un point o € Q" du simplexe Q” relativement à un 
cycle convergent situé dans Q". Soit ="! un cycledeQ=Q"= R", i.e. 
un cycle du complexe Ko: soit x" = 2Zcitt une certaine chaîne du 
complexe Ke; dont la frontière est = ; Supposons que le point Co) 
est en « position générale » relativement au complexe | x” |, i.e. n’ap- 
partient à aucun simplexe du complexe | x" | de dimension <<». 
Prenons une triangulation X,, isomorphe au complexe | z" |. Suppo- 
sons que l'isomorphisme de X, sur | x" | fait correspondre la chaîne 
ri à x", et le cycle z&? de la triangulation X, au cycle z"-{; et l'on 
a Ato — 2% !. Nous avons une application simpliciale o: K, — 
—|zx"| qui envoie ze dans z" et 5 ! dans z""! ; en considérant sa restric- 
tion @ sur | ‘|, nous obtenons l'application P,- Nous voyons que nous 
nous ouvre dans les hypothèses de la définition générale de l’ordre 
du point o relativement au cycle continu z""!=@,25 *, et pouvons donc 
envisager l'ordre y du point o relativement au cycle 2°"! comme étant 
la multiplicité avec laquelle la chaîne x" recouvre ce point. 

Enfin, sisn-t = (2%1,251,...,2k ,...) est un cycle convergent 
situé dans un compact DE Q"; et si o E QD, alors l'ordre du 
point o relativement à chacun des cycles z5°*, à partir d’un certain k, 
est le même nombre y que l’on appelle justement ordre du point o re- 
lativement au cycle convergent 71. 


6. Remarque. Nous avons indiqué à la page 56 du chapitre 1 que 
l’homomorphisme x: X-—>% d'un groupe de coefficients dans un 
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autre engendre des homomorphismes de groupes, de chaînes, de 
cycles et d'homologies relativement à ces groupes de coefficients. 
Voyons ce que nous donnera cet homomorphisme pour les degrés 
d'application. < 

Soit d’abord f: K, — K, une application simpliciale du complexe 
K4 dans le complexe X,. Montrons que 
(9) Nfyr = fg7ax, 


où fg, f# Sont les homomorphismes engendrés par l'application f 
Ju: L(Kos À) + L(K6, À)» 
fe: L(Ka 8) —+ L(K5, 8) 


des groupes des chaînes, la chaîne x étant quelconque. Evidemment, 
il suffit de vérifier (9) pour une chaîne à up seul membre x = at: 


afy (at) = fyn(at). 


Mais cette égalité est simplement évidente. 
Soit maintenant zx’ une chaîne bien déterminée du groupe 
L (Ke, À) et {”, un simplexe du complexe X,. Alors 


vs = gaz”, #7) = (nfy 2, À) = aYg. 
Autrement dit, le degré Yy avec lequel l’image par l'application f 
de la chaîne x” recouvre le simplexe #” et le degré yy avec lequel 
l’image par l'application f de la chaîne n1° recouvre le simplexe #” 
sont liés par la relation 
(10) YB — AY: 


Le lecteur vérifiera sans difficulté que cette même formule (10) 
est valable pour le degré d’une application dans un pointet pour 
l’ordre d’un cycle relativement à un point. 


CHAPITRE TROIS 


COMPLÉMENTS SUR LA TOPOLOGIE DES 
POLYEDRES ET LEURS APPLICATIONS CONTINUES 
(ENLACEMENTS ; THEOREME DE HOPF) 


Comme l'indique le titre, nous continuons dans ce chapitre notre 
étude des polyèdres et de leurs applications continues. Le premier 
but principal sera ici la démonstration élémentaire du théorème de 
Hopf concernant les applications essentielles d'un polyèdre de 
dimension » sur un simplexe fermé de même dimension ; cela permet- 
tra de donner dans le chapitre suivant une démonstration, tout 
aussi élémentaire, du premier théorème fondamental de la théorie 
homologique de la dimension, sous une forme qui nous semble intui- 
tivement la plus claire; c'est justement cette formulation (donnée 
au $ 1 du chapitre 4 dans toute sa généralité) qui <e rapproche le plus 
de la formulation initiale de ce théorème, démontré tel que je l’ai 
dans le cas des compacts. 

Le deuxième but de ce chapitre est l'exposition de la théorie 
élémentaire de l’enlacement des cycles dans l’espace euclidien de- 
dimension 7 ($ 2), due à Brouwer, qui nous servira au chapitre 4 
à exposer les théorèmes ultérieurs de la théorie homologique de la: 
dimension des compacts de dimension finie, i.e. des ensembles bor- 
nés fermés de l'espace euclidien — avant tout le théorème des obstruc- 
tions. Au $ 3 nous considérons le cas particulier de l’enlacement d’un 
cycle de dimension nulle et d’un cycle de dimension nr — 1 dans R" 
(avec les corollaires classiques concernant les applications continues). 

En guise d'application de la théorie élémentaire des enlacements, 
nous donnons au $ 4 la démonstration du « petit » théorème de duali- 
té et de son cas particulier, le théorème de Jordan-Brouwer. Le 
paragraphe introductoire ($ 1) est le fondement du reste du chapitre. 


$ 1. Intersection des chaînes 


1. Indice d'intersection de deux plans orientés *). Soïent Xu 


et YY deux plans de dimension up et v,up+v=—n, dans 


*) Nous supposons connues les notions de position 
et des plans. Indiquons toutefois les définitions principa 
qui nous seront nécessaires. Un système de points 


(Tis Tes sos T3) 


générale des points 
les et les propriétés 


10% 


148 ENLACEMENTS ; THEOREME DE HOPF [CH 5 


l'espace À" orienté de dimension n, qui se coupent dans un seul point 
désigné par 0. Attribuons de la manière suivante au point o l’indice 
d'intersection (XH X Yv) des plans X# et YY, qui sera un nombre 
égal à + 1 ou —1. Choisissons dans le plan XH# un simplexe zh — 
= (0 a,...4a,) orienté de manière arbitraire et définissons le nombre 

= 4 (zh) = + 1 de telle sorte que l'orientation de ax“ coïncide 
avec l'orientation choisie de X4. De la même manière, choisissons 
dans le plan ŸY un simplexe orienté de manière arbitraire yY — 
— (0 b, ... b,) et définissons le nombre B = B(y*) = +1 par la 
condition que l'orientation de By" coïncide avec l'orientation du 
plan ŸY. Considérons enfin le simplexe orienté #" = (0 a, ... 

. . Au01 . . . b,) (entièrement défini, avec son orientation, par les 
simplexes orientés xt et y*) et choisissons un y = ({") = +1 tel 
que l'orientation de yt” coïncide avec l'orientation donnée de R”. 
Alors, par définition, 

(XH X YY) = afy. 


Remarque 1. Il aurait fallu écrire non pas XH X YY 
mais, par exemple, (Xh X YY)hn. 


Remarque 2. On choisit généralement les orientations des 
simplexes x et y* qui coïncident avec les orientations des plans XH 
et Ÿ"; alors a = B = 1 et (XH X YY) = y. 

Démontrons tout d’abord que le nombre X4 X ŸY que nous 
venons de définir ne dépend pas des choix arbitraires effectués, 
i.e. du choix concret des simplexes orientés zk = (0 a, ... à), 
UV = (0: D 2:23: 0): 

Ainsi, soit 

_. æH=(o a ...ai), yY=(o b,...0bx), 1 — 
—(o a; ...an b,...b,) et a(z'")=a", By) =B", y(47)= 


Démontrons que «By = «By. Pour cela, choisissons les applications 
affines f:æzh— z'h et g:y"—y'Y déterminées par les conditions 


sera dit en position générale dans R?, si aucun ensemble d…k+L1,1<k< n, 
points parmi eux n’est contenu dans un plan de dimension <k. Par un déplace- 
ment aussi petit que l’on veut, on peut mettre un système fini de points quelcon- 
que en position générale, et, au contraire, un déplacement suffisamment petit 
laisse en position générale tout système de points qui était dans cette position. 
Deux plans X4 et Y* de dimension u et v respectivement sont dits en position 
générale dans R?, si on peut choisir dans chacun d'eux un système de points 
{Zos + - «+ zu} 0t (Yo, -.- ., yv} de sorte que le système {zxs, . .., Zj, Yos . : 

.... y,} soiten position générale dans AR". Les plans X4 et YŸ en position 
générale dans R* ont une intersection vide pour u +v<netpoup+v>n 
s coupent suivant un plan de dimension pu + v — n. Enfin, deux triangula- 
tions À, et X, dans R? sont en position générale, si le système des sommets des 
deux triangulations est en position générale. | 
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f (o) = 0, f (a) —{as, . .., f (ay) — a, ; respectivement .g (o) = 0, 
g (b;) = bi, ..., (4) = bi. 

Le signe du déterminant de l’application j est le même que celui 
du nombre ac”, tandis que le signe du déterminant de g est le même 
que celui de BB’. La composition des applications f et g est une appli- 
cation affine F de l’espace À” sur lui-même, et le déterminant de 
l'application F est égal au produit des déterminants des applications 
j et g, de sorte que son signe est le même que celui du nombre ax'f$. 
D'autre part, l'application F envoie les points 0, a;,...,an,b,,... 
..., b, respectivement dans les points o, a,;, ..., ai, b;, ..., b,, 
i.e. le simplexe orienté {”" est envoyé dans le simplexe orienté 1”. 
Le signe du déterminant de F est donc le même que celui du nom- 
bre yy'. Puisque les valeurs absolues de tous les nombres &, &’, B, B', 
Y, y sont égales à 1, on déduit des considérations précédentes que 


ax'BB" = yy’, 


d'où (en multipliant les deux membres de cette égalité par a«fy') 
l'on obtient l'égalité cherchée 


a'B'y" = afpy. 


Remarque 3. Il découle de notre définition que le nombre 
(Xr X YŸY),n change de signe dès qu’on change une des orientations 


de XH, Yv, R". 


Remarque 4. On a la formule (XH X YvY)—(—1)4(Y#H x 
X XH), qui découle du fait que l'on peut passer de l'ensemble ordon- 
NÉ O0, y» + + - Aus Os + + +, 0 à l’ensemble ordonné 0, b,, ..., b,, 
dj, + + «, &y par uv transpositions. 


Remarque 5. Notre définition reste valable lorsqu'un 
des deux nombres pu, v s’annule (et alors l’autre devient égal à n). 
Soit, par exemple, u = 0, v = nr. Alors X° est le point o muni du 
coefficient c = +14, et Y” est l’espace orienté À” muni du coeffi- 
cient d — +1; on a évidemment 


(X° x Y®) = cd. 


2. Indice d'intersection de deux simplexes orientés et de deux 
chaînes. Définissons maintenant l'indice d’intersection de deux sim- 
plexes contenus dans deux plans. L'indice d'intersection (x X y) 
de deux simplexes orientés x et y* dans l'espace euclidien orienté À” 
se définit pour +v = nr dans les deux cas suivants (nous dirons 
dans ces deux cas, indépendamment de la dimension des simplexes, 
qu'ils sont en position générale relative) : 

A. Si les adhérences de ces simplexes n’ont pas de point commun, 
alors nous posons leur indice d’intersection égal à 0: 


(zu X yv) = 0. 
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B. Si la réunion des sommets de ces simplexes est en position 
générale dans ÆR” (i.e. les plans X4et Y* qui contiennent ces sim- 
plexes sont en position générale), nous posons alors 


(GE X y) = (Ar X Y?), 


où les plans X# et ŸY possèdent l'orientation induite par les sim- 
plexes orientés zh et y qu'ils contiennent. 


Remarquons que dans le dernier cas le point d’intersection (uni- 
que) des plans XH4 et YY est situé à l’intérieur de chacun des deux 
simplexes zx“ et y". 


Soient maintenant zt = ait et y — 2ibti, u+v = n, deux 


J 
chaînes de l'espace orienté R”, telles que deux simplexes t#, t} 
quelconques à coefficients non nuls (dans les chaînes respectives 
zh et y*) sont en position générale relative (nous dirons de deux telles 
chaînes qu'elles sont en position générale relative). On peut alors 
définir l'indice d'intersection (xt X yY) des chaînes x“ et y* par la 
formule 


(ax yv)= Dab;(tt xt). 
Lo 7 


Remarque 6. Pour que cette définition soit valable, il 
faut supposer que les groupes de coefficients pour lesquels on envi- 
sage les chaînes z4 et y* sont tels que les produits a;b; sont bien 
définis; ceci est vérifié, en particulier, lorsque les chaînes z# et yY 
ont un même groupe de coefficients et ce groupe est un anneau, ou 
lorsque ces groupes sont duaux (i.e. l’un d'eux est le groupe des 
caractères de l’autre), ou, enfin, lorsqu'un des groupes est le groupe 
des nombres entiers. 


3. Opérations sur les indices d’intersection. On déduit immédia- 
tement de la définition de l'indice d'intersection la linéarité de 
l'opérateur d’intersection : 


(ze X y} + yr)) = (2 X y}) + (zh X y5), 
(Gr + 28) X y) = (ar X y) + (x£ + y). 


D'autre part, la remarque 4 implique la formule 


(1a) 


(1b) (xt X yv) = (— 1)" (y° x x). 


La formule fondamentale suivante, satisfaite pour deux chaînes 
quelconques z* et yl, où k + 1 — n + 1, situées en position générale 
relative dans À", est moins évidente: 


(2) (2° x Ayl) =(— 1)" (Az* x y!). 
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Il suffit de démontrer la formule (2) dans le cas où chacune des 
chaînes x" et y! consiste d'un seul simplexe. Deux cas sont alors 
possibles : 

a) les adhérences des simplexes z* et y! n'ont pas de point commun; 

b) les simplexes z* et y! sont non dégénérés et la réunion de leurs 
sommets est un ensemble de points en position générale dans R”. 

Dans le premier cas la formule (2) est évidente, car les deux 
membres sont nuls. 

Passons au deuxième cas. Désignons respectivement par X"et Y! 
les plans qui contiennent les simplexes z* et y! et munissons-les 
des orientations correspondantes. Puisque les plans X* et Y! sont 
en position générale, ils se coupent suivant un plan de dimension 
(k+I—n), i.e. suivant une droite, car k+1 = n + 1. Les sim- 
plexes r* et y! eux-mêmes se coupent suivant un segment ouvert 
(c, d) de cette droite. Aucun des points cet d ne peut évidemment être 
un point intérieur des deux simplexes à la fois. Il est moins évident 
qu'aucun de ces points ne peut être situé à la fois sur les frontières 
des deux simplexes. Néanmoins, si un système de points est en posi- 
tion générale, deux plans quelconques déterminés par deux sous- 
ensembles disjoints de ce système sont en position générale. Dans 
notre cas, si par exemple le point c appartenait à la frontière du 
simplexe | z* |, mettons au simplexe {*, s&k — 1,et en même temps 
à la frontière du simplexe | y! |, mettons au simplexe {”, r&1 — 1, 
alors les simplexes t{* et !{” auraient un point commun, ce qui est 
impossible, car ils sont en position générale etonar+s—n< 
Zk+1—2—n< — 1. Ainsi, chacun des points cet d'est à l'in- 
térieur d'un des simplexes | z* | ou | y' | et sur la frontière de l'au- 
tre. On a donc les deux possibilités suivantes : 

1°. Les deux points sont situés sur la frontière d'un des deux 
simplexes | z* | et | y! |, mettons sur la frontière du simplexe | | 
(fig. 12). 

2°. Un des deux points c, d, mettons le point c, est situé sur la 
frontière du simplexe ‘| x* | et l’autre, sur la frontière du simplexe 
lyll (fig. 13). 

Démonstration de la formule (2) dans le 
cas 1°. Ainsi, les points cet d se trouvent sur la frontière du sim- 
plexe | x“ | et donc, puisque les simplexes |[x* | et | y! | sont en posi- 
tion générale relative, ils sont situés respectivement à l’intérieur de 
deux faces distinctes |z*-1 | et |z*-1 | du simplexe |z2* |. Soit 
zx"? la face commune de dimension À — 2 des simplexes |z#-! et 
| xt-1[. Désignons par a, et a, les sommets des simplexes | rz*-! | et 
| x*-1 | opposés à la face | z*-2 |. Soit z*-2 une orientation arbitraire 
de la face | z*-2 | et choisissons alors les orientations suivantes 
des simplexes z*-1 et z*-1: 


mi = (aat-?), 25 | =(asx"-?). 
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Alors, d’après la deuxième propriété des coefficients d'incidence 
(chapitre 1, $ 2), les simplexes z*-1 et z#-1 ont des coefficients oppo- 
sés dans la chaîne Azx*. Puisque les simplexes z* et y! sont en posi- 


rie 


Fig. 12 


tion générale, les points cet d sont à l’intérieur du simplexe | y! |, 
de sorte que le premier membre de l'égalité (2) est nul dans notre cas... 


Fig. 13 


Il faut donc démontrer que le deuxième membre l’est aussi, i.e. 
que (z*-1 X y!) — (x#-1 X y!) ou, en désignant par X#-1, Xh-1, Y° 
les plans qui contiennent les simplexes 2*-!, zk-1 et yl et possedent 
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les mêmes orientations, que 
(3) (XI XY = (XI x Y!). 


Pour démontrer la formule (3) remarquons tout d’abord que les 
points c et a, sont situés dans le plan X*-1 d’un même côté du plan 
X*-° qui contient le simplexe 2*-°?, et par conséquent l'orientation 
de (cr*-2) coïncide avec celle que l’on a choisie dans z*-1. Autrement 
dit, œ (cx*-2) = 1; d’une manière analogue «@ (dx-2) = 4, de 
sorte que 


(3:) a (cx*—2) = a (dr*- 2). 


Soit maintenant dans Ÿ'! un plan Ÿ!-! qui n’a pas de point com- 
mun avec le segment cd, et choisissons dans ce plan un simplexe 
orienté y!-i dont les sommets forment avec les sommets du sim- 
plexe x*-2 un système de points en position générale dans R”. Puisque 
le segment cd n’a pas de point commun avec Y!-1, les points c et 
d sont dans | y!| d'un même côté de Y!-1, et donc les simplexes 
(cy!l-1) et (dy!l-1) ont la même orientation: 


(32) B (cy'-1) = B (dyt-1). 


Les plans X*-° et ŸY!-1 qui contiennent respectivement les sim- 
plexes z*-2 et yl-i déterminent un plan qui les contient de dimen- 
sion ((4 — 2)+1) + ((1 — 1) + 1) = nr — 1; nous le désignerons 
par À"-1. Le segment cd n’a pas de point commun avec le plan 
Y!-1 = Xn-1 N Y!, et par conséquent les points c'et d sont situés 
dans R” d’un même côté du plan X"”!, et les simplexes cz*-2y!-1 
et dzk-?yl-1 ont la même orientation, i.e. 


(3) y (ezh-2yt-1) = y (dr*-2yt-1), 


L'égalité cherchée (3) découle de la définition de l'indice d'intersec- 
tion et des formules (3,), (3), (33); par conséquent, l'égalité (2) est 
démontrée dans le cas 1° considéré. 


Passons à la démonstration de la formule (1) dans le cas 2°. 

Le point c se trouve maintenant sur le bord du simplexe | z* | 
et à l’intérieur du simplexe | y! |, tandis que le point d est sur le 
bord du simplexe | y! | et à l’intérieur du simplexe | z* |; puisque 
ces simplexes sont en position générale relative, le point c est à l’in- 
térieur d’une certaine face | z*-! | du simplexe |x* |, et le point d, 
à l’intérieur d’une face | y!-! | du simplexe | y! |. Choisissons les 
orientations 2*-1 et y!-1 des simplexes | 2z*-1 |, | y!-1 | de manière 
à ce que leurs coefficients dans Az*, respectivement dans Ay!, 
soient égaux à + 1. Alors la formule (2) qu'il s’agit de démontrer 
dans notre cas peut s'écrire dans nos notations sous la forme 


GX pt) = (AN (a-1 x y) 
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ou, en désignant par X*, Y!, X4-1, Y!-1 les plans qui contiennent 
les simplexes 2", y!, x“-1, yl-i et possèdent les orientations corres- 


pondantes, cette formule s'écrit sous la forme 
(4) (XX YI-1)=(— 14) (XI X Yt. 


Désignons maintenant par a et b les sommets des simplexes 
|x* let | y! | opposés auxfaces [1-1 | et | y!-1 |. Choisissons ensuite 
des sommets arbitraires a’ et b’ respectivement dans les simplexes 
[z#-1 | et | yl-1 | et désignons par x*-2 et y!-? les faces opposées 
à ces sommets dans | z*-1 | (respectivement dans |y!-1 |). Choi- 
sissons les orientations z*-2 et y!-2? de manière à avoir 


gt = (a'at-2), gi = (b'yl-?). 


Puisque le segment ca’ n’a pas de point commun avec le simplexe 
| r#-2 |, et le segment db” avec le simplexe | y!-? |, les orientations 
z*-1 et (crk-2), yl-1 et (dyl-?) coïncident. 

D'autre part, les points d et a sont situés dans le plan X* du sim- 
plexe | rx“ | d’un même côté du plan de la face | 2-1 | (ce planest aus- 
si celui du simplexe | cx*-2 |). Les orientations (dcr*-2?) et (acr“-°) 
coincident, et donc (vu que cz*-* et (a’z*-2) = 2#-1 ont la même 
orientation), les orientations (dexz*-?) et x” sont pareilles. 

Pour des raisons analogues, il en va de même des orientations 


(cdy!-?) et y!. 


Calculons maintenant le nombre (x* X y!-1). Pour cela, en conser- 
vant nos notations, choisissons dans le plan X* le simplexe (dcx*-?) 
qui, comme nous venons de l’établir, possède la même orientation 
que z*, et dans le plan Y!-1 le simplexe (dy!-?) qui a la même 
orientation que y!l-!{. 

Choisissons y—+ 1 de manière à ce que l'orientation de 
+ (dexk-2yl-°) coïncide avec l'orientation choisie de l’espace donné 
R". Alors (X' X Y!-1) = y. 

D'une manière analogue, pour calculer z“-1 X yl-!, prenons le 
simplexe (cz*-°) du plan X*-{; ilest, comme nous le savons, orienté 
de la même manière que ce plan; prenons dans le plan Y! le simplexe 
{cdy!-?) de même orientation. Définissons y’ de manière à ce que l'o- 
rientation du simplexe y’ (cx*“-"dyl-?) coïncide avec celle de À". 
Alors (xt-1 X yl) = y’. 

Mais l'orientation cz*-°dy!-® du simplexe |czx*-°dyl-? | peut 
être transformée dans l'orientation | dex*--y!-® | de ce même simplexe 
par k transpositions de ses sommets. Par conséquent, y’ — (—1)*y, 
ce qu'il fallait démontrer. 


4. Quelques conséquences. Généralisons les conditions sous les- 
quelles on peut définir l’indice d’intersection. Commençons par la 
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Remarque 7. Soient x“ et y* deux chaînes de l'espace À" en 
position générale relative. Il existe alors un e >> 0 tel que deux chaî- 
nes z'# et y obtenues à partir de zx“ et y* par un e-déplacement 
sont également situées en position générale et l’on a 


(TE X y?) = (2 X y?) 


Démonstration. Supposons que le nombre positif & est 
plus petit que la moitié de la distance entre deux simplexes disjoints 
appartenant respectivement aux deux complexes simpliciaux com- 
plets |x4 | et |yY |. Supposons en outre que e est si petit que l’image 
de tout ensemble en position générale de sommets des complexes | z# | 
et | y* | par un e-déplacement est un ensemble en position générale. 

Supposons maintenant que les chaînes z'* et y sont les images 
des chaînes zx# et #° par un e-déplacement. Considérons deux sim- 
plexes arbitraires xf et yj nn en respectivement aux chaînes z# 


et y*, et désignons par zi et y;” les simplexes correspondants des 
chaînes 2’# et y Deux cas sont alors possibles : 


1° les supports x# et y} des simplexes z# et y} n’ont pas de point 
commun; il en sera alors de même des supports des simplexes re 
et y;”, et nous avons (ri X y;') — (xË X y}) — 

2° l’ensemble de tous les des simplexes z# et yesten 
position générale et les simplexes z*, y; ont un seul PO onu 0. 
Alors l’ensemble de tous les sommets des Re ts ri et y; est 


aussi en position générale et les simplexes x" et y;° ont un seul point 
commun 0’; dans le cas contraire, en effectuant d’abord le e-dépla- 
cement donné du complexe | y” | (le complexe | zx! | étant fixe), et 
ensuite le e-déplacement du complexe | zh |([y* | étant fixe), à un 


certain moment un des simplexes zf, y) couperait la frontière de 
l’autre, ce qui est en contradiction, avec la première condition de 
petitesse im posée à la grandeur du nombre &. Il est maintenant clair 


que (ri X yj”) = (zË X y}) = + 1. En prenant la somme sur i et j 
nous obtenons 


(ru OX yV) = (zh X y?). 
L'assertion est démontrée. 


Corollaire 1 (de la formule (2)). Supposons donné dans R" un cycle 
zh et une chaîne y”, u + v = n en position générale. Si 


2 — 0 dans R"X AY", 
où Ay est Le polyèdre *) qui supporte la, chaîne Ay”, alors (24 X y*) = 
_ 0 


*) Plus exactement, ce polyèdre devrait être désigné par |'Ay 1. 
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Démonstration. Soit z4 — Azxt+i, où la chaîne zu+! 
em 
est située dans R\XAy. 


nd 


Désignons par x;, YU, les espaces sous-jacents à deux simplexes 
quelconques | x; |, | y; | appartenant respectivement aux complexes 
| xh#i [et | y |, et soit 2e => O un nombre plus petit que tous les 


nombres p (z;, y) non nuls. Supposons en outre que €& est si petit 
qu'après tout e-déplacement chaque ensemble de sommets des com- 
plexes | z“+i | et | y' | en position générale conserve sa position 
générale. Effectuons maintenant un e-déplacement des complexes 
zh+i | et | y | tel que l’ensemble des sommets des complexes 
|x'#+i Jet | yY| obtenus soit en position générale. Alors le polyèdre 


gs mm” 

z'H+1 est situé dans R"X Ay'Ÿ, les chaînes z'“+1 et y'Y sont en posi- 
tion générale relative et nous avons en vertu de la remarque 7 
précédente 


(2H X y) = (AzhtI X yY) = (ArHTI X y) 


et il nous suffit donc de démontrer que (Axz'“+i X y'v) = 0. 
Mais les chaînes z'“+1 et y'* sont en position générale relative et 
la formule (2) nous donne 


(Az H+1 x D) + (z°u+1 ; M Ay°*) ee 0: 
le corollaire À est démontré. 


Corollaire 2. Si zh et 2V,u + v = n, sont des cycles de l'espace R" 
en position générale, alors (z4 X zY) — 0. 


En effet, pour u >> 0 (et également dans le cas u = 0 si le cycle 
zh est normal, i.e. si la somme de ses coefficients est nulle) le cycle 
z est homologue à zéro dans R”, et nous sommes dans les hypothèses 
du corollaire 1. Il reste à considérer le cas où u = 0, tandis que le 
cycle z4 — 2° n'est pas normal ; ilest évidemment suffisant de considé- 
rer le cas particulier où z4 est le point unique z° à coefficient +1 en 
position générale relativement au cycle 2° = z". Soit alors y° un 


deuxième point, également à coefficient +1, et contenu dans R"\z" 
(un tel point existe certainement, puisque z" est un polyèdre, et donc 
un ensemble borné de À”). Le cycle z — y° est alors normal et l'éga- 
lité 

((2 — y) x z7) = 0 


a déjà été démontrée. Mais, évidemment, (y° X z"),= 0, donc (2° x 
X 2") = ((22 — y) X z"), ce qu’il fallait démontrer. 

Les corollaires de la formule (2) établis permettent de généraliser 
considérablement les hypothèses sous lesquelles on peut définir 
l'indice d’intersection de deux chaînes : à savoir. on peut définir pour 
u + v = n l'indice d’intersection de deux chaînes x# et x* quelcon- 
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ques de l’espace R” qui satisfont à la condition 


ee mt mm —t 
(5) zh NA AzV= A, Az Nr = A; 
cette condition sera formulée brièvement ainsi: aucune des chaînes 


x, xŸ ne coupe la frontière de l’autre. 
Pour atteindre le but que nous nous sommes fixé, choisissons un 


vtt tt pu 
e > 0 si petit que 3e soit inférieur à p (xt, Az), p (Ar, x')et à la 
plus petite des distances entre les points de l’ensemble de tous les 
sommets des complexes | x“ | et |x* |. 

Effectuons un e-déplacement g’ des sommets de la chaîne zh tel 
que la chaîne z'“ obtenue soit en position générale relativement à la 
chaîne zx. 

L'indice d’intersection (1° X zx) est bien défini et nous posons 
(6,) (xt X zV) = (zh X x). 

Montrons que cette définition de l'indice d'’intersection (xt X 
X zx) ne dépend pas du choix concret de la chaîne xz'#, i.e. du choix 
du e-déplacement effectué sur la chaîne x. Supposons que nous avons 
obtenu la chaîne zx’ par un autre e-déplacement g” (qui satisfait 
aux conditions imposées à g’). Démontrons que 

(zh X 2) = (24 X x). 

Puisque les déplacements g” et g” n’ont pas fait coïncider deux 
sommets distincts de la chaîne zh (plus exactement, aucuns deux 
sommets n'ont été transformés dans un même sommet, z'4 et x’ 
respectivement), alors la chaîne z°# peut être obtenue de la chaîne 
z'# par un 2e-déplacement g = g”g'"1. 

En supposant que tous les sommets de la chaîne x! ont été numé- 
rotés dans un ordre déterminé et en admettant ce même ordre pourles 
sommets des chaînes z'# et z'#, nous pouvons considérer le prisme 
Iz'# construit sur la chaîne z'# et sur son image x“ par l’applica- 
tion g. Tout ce prisme est contenu dans un 3e-voisinage de l’ensemble 


a mm 
z“ et donc dans R" Az; nous avons 


AÏTz"H = 2° — jh ITAzU, 
de sorte que 


zu — x — IIAz'H — O0 dans R"X Az 
et par conséquent, en vertu du corollaire de la formule (2), 
((z'H — 2x4 — ITAzH) X xv) = 0. 
Mais puisque IIAz'# est situé dans un 3e-voisinage de l’ensemble 
A, et donc dans R"\XxŸ, on a (IIAz'H X 2v) = 0, i.e. 
(2H — 274) X 2v) = 0, (TX AV) = (ru X 2°), 


ce qu'il fallait démontrer. 
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Complétons le résultat obtenu par la remarque naturelle suivante. 
Appliquons la chaîne x* par un e-déplacement sur la chaîne zx en 
position générale relativement à la chaîne 2 (pour la même signifi- 
cation du nombre &e). Montrons que 


(6,) (zHX r')= (zh X z'V), 


où le premier membre (z4 X x) est défini par la formule (6,,) et le 
deuxième (rt X x’) a la signification indiquée au n° 2. Pour dé- 
montrer la formule (6,) effectuons un e-déplacement de la chaîne zx 
de manière à ce que son image z'# soit en position générale relative 
tout aussi bien avec x, qu'avec z'*. Alors les indices d'intersection 
s'avèrent définis directement (i.e. dans le sens du n° 2), et l’on éta- 
blit par des raisonnements analogues aux précédents que 


(THKX IV) = (GEX EN), 
(rt X z'V) = (x'U X x°Ÿ) 
et donc 
(zh X z°v) = (zu X 2"), 
ce qu'il fallait démontrer. 
Ainsi, on a la 


Remarque 8. Si aucune des chaînes xl et x ne coupe la 
frontière de l’autre, alors l'indice d'intersection (x4 X zxY) peut être 
défini par l’une quelconque des formules 
6 (HX ZV)=(TUX 2), (at X 2V) = (zh X x'V), 

(6) (zh X av) (TH X x), 
où z't et x'Ys’obtiennent de zk et x" par un déplacement quelconque 
suffisamment petit, soumis à la seule condition que les chaînes 


indiquées dans le deuxième membre des formules (6) soient en posi- 
tion générale relative. 


Remarque 9. Les formules de distributivité (1a) et (1b} 
sont évidemment valables dans nos nouvelles hypothèses plus géné- 
rales, de même que les corollaires 1 et 2. 


$ 2. Enlacement des cycles 


1. Coefficient d'enlacement. Le nombre naturel nr est fixé comme 
toujours ; désignons par p et g deux entiers non négatifs dont la somme 
est nr — 1. Soient 2, et z1 deux cycles qui ne se coupent pas dans 
R”, le cycle z? étant normal dans le cas p = 0. Choisissons la chaîne 
zP*1 dont la frontière est le cycle zP : 


Axrti = 2p. 
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La condition (5) du paragraphe précédent est satisfaite et par 
conséquent l'indice d’intersection (x7*! X z) est bien défini. La 
valeur de (17*! X z) ne dépend pas du choix particulier de la chaîne 
xP*l: pour deux chaînes quelconques zP+1 et x2+1 qui satisfont à la 
condition AzP+i = Azp+ti = 27 on a 


(1) (rit x l29) = (a TT x 29). 


En effet, xP+1 — xP+1 est un cycle ; on a donc, en vertu du corollai- 
re 2 (p. 156), 


((zF71— 2851) x 29) = 0, 


d'où l’on déduit l’assertion ci-dessus, en se servant de la formule ({a} 
du paragraphe f. 

Définition. Soient z3 et AzxPti = zP deux cycles dont les 
supports n’ont pas de point commun. L'indice d’intersection (rP+! X 
X z4) (qui ne dépend pas du choix de la chaîne x?+1 de frontière z) 
s'appelle coefficient d'enlacement du cycle z? au cycle z4 (dans l’espace 
orienté R" donné); il sera désigné par o (zP, z3); dans cette défini- 
tion on suppose que les groupes de coefficients des cycles zP et z£ 
satisfont aux conditions énumérées dans la remarque 6 à la page 150. 

Démontrons la remarquable et importante formule ci-dessous *} 


(2) 0 (27, 23) = +0 (25, 2), 
plus exactement, 
(21) 0 (2%, 23) = (—1)P7#10 (25, z?). 


Démonstration. Choisissons deux chaînes 27*! et y? 
telles que 


Art = 2, Aÿttt = 1. 
D'après les formules (1a), (1b) et (2) du $ 1, nous obtenons 
0(2?, 23) = (2P+1 X Ayt*t) = (— 1)P#1 (ArPt1 X y9*1) — 
= (— 1) (— 4) (yat x AP) = 
= (— 1)Pe2PM 0 (5, 27) = (—1)P M0 (28, 27), 


ce qu'il fallait démontrer. 
Il découle des faits démontrés que: 
Si o (22, 4) £ 0, alors on a également o (7, zP) 0; dans ce cas 
les cycles zP et z4 sont dits enlacés. Les exemples d’'enlacement les plus 
simples sont représentés sur les figures 14 et 15, où z! — Ati, z! — 


= At5 et 0 (z:,2:) est nul sur la figure 14 et égal à 1 sur la figure 15. 


*) On suppose évidemment que les deux membres de ces égalités sont 
définis, i. e. que le cycle =:° est normal lorsque p = 0, tandis que dans le cas 
q = 0 le cycle zÿ est normal. 


460 


Fig. 14 
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Fig. 15 


Fig. 16 


Fig. 17 


ig. 18 Fig. 19 
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Sur la figure 16 on a z? — At, 2 — All, 0 (z?, 2°) — 1. Les courbes 
des figures 17 à 19 doivent être considérées comme des lignes brisées 
dont les segments sont suffisamment petits. Les coefficients d'enla- 
cement sont respectivement égaux à 2, 0, 0. Nous recommandons au 
lecteur de vérifier dans tous ces cas la validité des formules (2) et (2°) 
en construisant les chaînes correspondantes x? et x° ayant pour fron- 
tières z! et zl. Si l'anneau des coefficients est Z,, alors sur la figu- 


re {7 on a 
o (z}, 25) = 0. 


2. Formules pour le calcul des coefficients d'enlacement. Dans 
ce numéro nous supposerons que les cycles z°, z!, et z?, sont normaux 
dans le cas p = 0; les cycles z7, z7,, z7, (dans le cas p = n — 1) ne le 
sont pas nécessairement. 


On déduit de la définition des coefficients d’enlacement et des 
formules ({a) et (1b) les formules 


0 (741 H 22), 22) = 0 (21, 22) HO (zi2, 22), 
(27, (221 + 252))— 0 (27, 221) 0 (24, 222), 
(4) o(az?, 14)=—0 (2, az) —ao(2?, 2). 

Nous avons ensuite l’importante assertion suivante: 


Théorème 1. Si z2 — 0 dans R"\XÆ, alors 
0 (2?, 4) = 0 (73, 2?) = 0. 


(3) 


Démonstration. Siz — 0 dans R"XZ, il existe une 


chaîne zx‘!  R\ 4 telle que ; 
AzPti—7zP et, par conséquent, z 
(xP*t X zx) = 0. 


Remarque 1. En posant 
sur la figure plane (fig. 20) 


D (a — ut) + (y — 1), 


où u°, u° sont des points à coef- 
ficient 1 situés en dehors du do- 
maine limité par la lemniscate Fig. 20 
z',onao(z!, z°) = 0. Le cycle z! 

est alors enlacé avec chacun des cycles normaux z2°—u°, y — 1° et 


zt L 0 dans R2X#, 2 L 0 dans R2\ 21. 


Ainsi, le théorème 1 dans le cas général n’a pas de réciproque. Dans 
l'espace de dimension 3 on peut obtenir un exemple analogue en 
remplaçant les couples de points 2° — u°, y — 1? par des cercles. 


11—0139 
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Remarque 2. On voit en considérant la figure 19, en vertu 
du théorème 1, que les courbes de la figure 18 ne sont pas enlacées 
pour A — 7. D'une manière analogue, on peut vérifier que les cour- 
bes de la figure 14 ne sont pas enlacées pour À = 7, en construisant 
un ruban de Moebius inscrit dans z!, sans points communs avec 2! 
(sa frontière mod 2, tout aussi bien que dans le sens géométrique 
évident, sera |z!|). 

Dans le théorème 1 on peut, en outre de l’anneau des coefficients 
A pour lequel on considérait les cycles z? et z4, envisager également 
un autre anneau Ÿ° = À. On a alors la proposition: 


Si le cycle z? est homologue à zéro . R"\Xz pour l'anneau des 
coefficients Y° = A, alors 0 (2, z4) — 

Cette proposition découle Pan du théorème 1 si l'on 
considère les cycles z? et z7 comme étant des cycles pour l’anneau des 
coefficients Y” et que l’on se rappelle que l'élément nul des deux 
anneaux JA et A’ est resté le même. 

Les corollaires les plus importants sont comme toujours les cas 
particuliers A = 7, A'—À: k 

Si z? et zj sont des cycles entiers et zp € HP(RTKZÆ4) ou 
z% € HT(R°\zP), alors o (#, z) = 0. 

On en déduit: 

Si zP, — zr, dans R"XZÆ, pour le corps des rationnels À, alors 
D (2P,, 27) — 0 (ZP, 74). 


3. Enlacement des cycles convergents. Supposons que le compact 
O est un sous-ensemble fermé de R". Chaque e-cycle du compact ® est 
un cycle de l’ensemble ouvert O (D, e) = R”. Par conséquent, si 
l'on considère, en outre du e-cycle z? du compact ®, un autre cycle 
A, p+g—n—1, de l’ensemble ouvert T, — R"XO(O®, e), 
alors le coefficient d'enlacement o (27, 217) est défini. 

Supposons que l’on se donne maintenant un cycle convergent *) 


= (bb Zu) 
du compact ® et un cycle z? € Z7(T") de l’ensemble ouvert l — R'XO. 
Il existe un & => O tel que 1S cycle z7 est un cycle de l’ensemble ouvert 


T, = R°XO (©, e). D'autre part, il découle de la définition d’un 


cycle convergent que tous les z pour k suffisamment grand sont les 
cycles de l'ensemble ouvert O (®, e) et sont homologues entre eux 
dans cet ensemble. En vertu du théorème 1, on déduit maintenant 
que, pour tous les X suffisamment grands, le coefficient d'enlacement 


o (2, 27) est défini et a la même valeur que l’on appelle coefficient 


*) Normal pour p = 0 dans le sens que tous ses cycles :?, à partir d'un 
certain k, sont normaux. 
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d’'enlacement o (2, 27) du cycle convergent z? du compact ® avec le cycle 
A de l'ensemble ouvert T — RO 
(5) 0 (2, z7)—0 (2%, 22) 
pour k suffisamment grand. 

Soient maintenant ® et ’ deux ensembles compacts disjoints 
de R". Prenons un & >> 0 tel que les voisinages O (®, e) et O (D, e) 
soient également disjoints. Soient 

2P— (2%, 25,...,2:k,...) 

et 


(2), 20h ce) 


deux cycles convergents appartenant respectivement aux compacts D 
et D’. Pour tous les k suffisamment grands, les cycles z£ sont conte- 
nus dans © (®, e) et y sont homologues entre eux, tandis que les cycles 
z sont situés dans O (®”, e) et y sont également homologues; 
par conséquent, pour tous les À suffisamment grands, le coefficient 


d’enlacement o (z%, 2) a la même valeur que l’on appelle coeffi- 
cient d'enlacement 0 (z?, 21) des cycles convergents zP et 21. 


Remarque 3. On a évidemment 
0 (27, 2) = 0 (4, 7) 
pour tous les i et j suffisamment grands. 
On déduit sans difficulté de ces définitions que les formules (3) 
et (4) sont satisfaites aussi bien pour les coefficients d’enlacement des 
cycles convergents du compact O avec les cycles de l’ensemble ou- 


vert T = RO que pour les coefficients d'enlacement des cycles 


convergents situés respectivement sur les compacts disjoints ® et ®’- 
Ensuite, si 


= 0 dans FT 
ou 


zP æ 0 dans ®, 
alors 


0 (2, 21) = 0. 


Exactement de la même manière, pour deux cycles convergents 
zP et 21, situés respectivement dans deux compacts ® et ®’ disjoints, 


on à 
o (2, zx = 0 
si au moins une des deux conditions suivantes est vérifiée : 
zP = 0 dans O, % = 0 dans ©’. 
11° 
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D'où l’on déduit que si z? et z8 sont des cycles convergents du 
compact ® qui y sont homologues, et z7 un cycle convergent de 
D’ = R"XO, alors 


o0(4,2)=0(2, 2). 


4. Théorème de déformation des cycles continus. 


Théorème 2. Soient zP et 2 deux cycles continus de R" donnés en 
représentation paramétrique 


20 = (Cn24, +. Coths +) 
20= (Cozi, ..., Cozh, ...). 
Supposons données les déformations 
25 = (Cezi, Co, .…. 
gl Qi | Loge: 
24 = (Cezi, Coz, a .) 


de ces représentations paramétriques, telles que pour chaque valeur de 8 
on a des compacts disjoints Ds et De dans R”, qui sont supports respec- 


| tivement des cycles continus z$ et z. Alors 
0 (25, 4) = 0 (zP, 29). 


el 


Démonstration. Pour un 6,, 086 < 1, donné, cons- 
truisons des voisinages O (Da,), O (D6,) disjoints des ensembles 
Da et Dé; construisons ensuite un voisinage Use, du point 6, 
dans le segment [0, 1] tel que pour chaque 8 € Ua, on ait D, 
« © (De) et D6 € O (@6,). Alors en vertu du théorème 9”, p. 131, 
on a zh — 2, dans O (®a,) et 26 — z, dans O (®%6,). Par consé- 
quent, d’après les résultats du numéro précédent, le nombre o (26, z4) 
conserve une valeur constante lorsque 8 varie dans Us,. Ceci étant 
vrai pour tout 6,, le nombre o (2, z4) reste constant sur tout le 
segment 0 < 0 < 1 et, par conséquent, o (zP, z4) = 0 (zP, z?), ce 
qu'il fallait démontrer. 


$ 3. Ordre d’un point relativement à un cycle 


En comparant la définition du coefficient d’enlacement avec 
celle de l’ordre d’un point relativement à un cycle, donnée au $ 10, 
chapitre 2, nous voyons que l’ordre d’un point o relativement à un 
cycle z""1 contenu dans À” (et donc contenu dans un certain simplexe 


Q" & Q" © R') est le coefficient d’enlacement 


o (z"71, o); 
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le cycle 2771 est alors soit un cycle d’un ensemble ouvert de R”, soit 
un cycle convergent quelconque, en particulier, un cycle continu. 


1. Ordre d’un point relativement à un cycle d'un ensemble ouvert. 
Supposons d'abord que z*"? est un cycle d’un ensemble ouvert 
9" cQTeR", oE Q®"\Xz""1. Choisissons un point quelconque 
0 E RQ” et désignons par 2° le cycle normal o — o’ de dimension 
nulle. 

Alors, avant tout, il est évident que 


0 (2771, o)—0 (2771, 20). 


Considérons plus en détails le cas où z"”! est un cycle d'un ensem- 
ble ouvert Q® € R” (en particulier, lorsque 2"! € ZX, où 
est une triangulation du simplexe fermé Q"). Dans ce cas il sera com- 
mode de choisir le point o’ € R"XQ" de sorte que le segment 00 
soit en position générale avec le complexe | z""1 |, i.e. qu’il coupe 
seulement les simplexes non dégénérés de dimension #7 — 1 de ce 
complexe. Alors 


(1) 0 (2771, 20) — 0 (271, o) -- (x" X 0), 


où x” est une chaîne quelconque de Q”" dont la frontière est 2°"! 
et x" est en position générale relativement au point o (cette dernière 
condition signifie que le point o peut être contenu seulement dans des 
simplexes de dimension nr non dégénérés du complexe | zx" |). Ceci 
est une première interprétation de l’ordre du point o relativement 
au cycle 2771. 

On obtiendra une deuxième interprétation en comparant la for- 
mule 0 (21, o) = 0 (277, 5°), où 2 = 0 — 0°, avec la formu- 
le (2”) du paragraphe précédent, qui dans notre cas p — 0,qg — n —1 
s'écrit 


(2) 0 (20, 2m 1)= — 9 (2771, 20), 
Choisissons l'orientation (o, o’) du segment 00’. Puisque 
À (0, 0) = 0 — 0 = —2%, 
on a en vertu de la formule (2) 
(3) ((o, of) x 2871) = — 0 (29, 271) 2 p (2071, 20) = 9 (571, o). 


Supposons maintenant que [o, æ) est la demi-droite issue de o 
et passant par 0’. Il est évident que pour tous les points 0’ de cette 
demi-droite, suffisamment éloignés du point o, l'indice d’intersection 
([o, o’) X 77!) prend une même valeur que nous pouvons donc 
désigner par ([o, oo) X z"”1). 

La formule (3) peut donc s'écrire : 


(4) ([o, oo) xX 2271) = 0 (2871, 0). 
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Ainsi, l'ordre d'un point o relativement à un cycle 271€ Zn°1(R"\ 0, A) 
est l'indice d'intersection (lo, oo) X 2771) avec le cycle "1 de toute 
demi-droite issue du point o et étant en position générale relativement 
au cycle 2771. 

C'est là la deuxième interprétation de l'ordre d’un point. 


2. Ordre d'un point relativement à un cycle convergent. Suppo- 
sons donnés z"”! un cycle convergent d'un compact ® & R”" et un 
point 0€ l — R*X0;1 le coefficient d’enlacement o (z""!, o), qui 
est toujours défini dans nos conditions, sera justement l’ordre du 
point o relativement au cycle 
convergent 2771. En vertu du 
théorème 1 du paragraphe pré- 
cédent, nous concluons: si 
pour deux points o et o’ de 
l’ensemble F on a 


5) o — 0” dans F, 
alors 
0 (2771, o) — 0 (z7"1, 0°). 


Mais l’homologie (5) si- 
gnifie que les points o et 0° 
peuvent être joints dans [par 
une ligne brisée, i.e. qu'ils 
appartiennent à une même 
composante de l’ensemble Tr. 

Ainsi, si le compact D & R" 
est le support d'un cycle con- 
vergent Z2"-1, alors on peut 
définir pour tous les points o € T' leur ordre o (z"°!, o) relativement 
au cycle z""1. De plus, pour tous les points o d'une même composante 
de l'ensemble T', l’ordre o (2"°{, o) prend la même valeur. 

Sur la figure 21 la courbe ® est le support du cycle continu z! (la 
figure est plane, de sorte que x = 2). La figure représente les diverses 
valeurs, à savoir 0, 2, 1, —1, que peut prendre l'ordre o (z”1, o) 
suivant la composante de l’ensemble © — R"X® qui contient o. 

Remarque 1. D'après le précédent, on peut définir 0 (z"-!,0) 
en plus de détails de la manière suivante : 

Première interprétation. Soit 


=“ = ” n—1 ' 
2e (ant nr es 2 réa): 


les chaînes x? dont les frontières sont respectivement les cycles 27! 


ont été choisies en position générale relativement au point o; alors, 
pour tous les X suffisamment grands, l’indice d’intersection (zx X 0) 
prend la même valeur égale à o (z""{, 0). 
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Deuxième interprétation. Si k est suffisamment 
grand, alors 0 (z"-1, o) = (lo, oo) X 2%‘), où [o, œæ) est une demi- 
droite quelconque issue du point o et en position générale avec z}7!. 


Remarque 2. Siz10 dans ®, alors pour tous les 
0€ T ona 0(z7-!, 0) — 0. On en déduit que si 271 = z’7-1 dans 
O, alors pour tous les 0€ T on a 0 (2771, o)—0 (z'"t, 0). 


Remarque 3. Soit 7” un simplexe de dimension n qui con- 
tient le point o, et {” une orientation de 7”. Alors o (Af", o) = + 1, 
d’où l’on déduit que le cycle Af” n'est pas homologue à zéro dans R"\ 0. 


3. Théorèmes de Poincaré-Bohl et de Rouchet. La remarque 2 
possède le cas particulier suivant. 


Théorème 3. Si les applications continues f, et f, du compact X 
dans l’ensemble R"X0 sont homotopes entre elles dans R"\X 0, et z7°1 
est un cycle convergent du compact X, alors 


0 (foz"" 1, 0) — D (far? 0). 


Démonstration. Si les applications f, et f, sont homoto- 
pes dans R"\ 0, elles sont homotopes également dans un certain com- 
pact ® © R°\ 0 (pour ® on peut choisir par exemple un cube suffi- 
samment grand d’où l’on a éliminé un voisinage suffisamment petit 


du point o). Par conséquent, f,2"-! = fiz-1 dans O € R’ 0 et 
donc 


0 (foz""*, 0) == 0 (1277, 0). 


Le théorème est démontré. 
Les hypothèses du théorème 3 sont satisfaites, en particulier, si 


pour chaque point p € À le segment (f.(p), f. (p)) est contenu dans 
R' 0 (il suffit alors de définir fe (p) comme un point qui divise le 
segment (fo (P), f1 (p)) dans le rapport 6: (1 — 6) pour obtenir la 
déformation f8 : 0 < 8 < 1 qui joint fo à f1). Le cas particulier du 
théorème 3 ainsi obtenu est connu sous le titre de théorème de Poincaré- 
Bohl. 

On obtient un cas encore plus particulier du théorème 3 en exi- 
geant que les applications f, et f, Soient suffisamment proches l’une de 
l’autre, c'est-à-dire que l’on ait p (fo (P), f1 (Pp)) << P (fo (P), 0) pour 
tous les p € X. Ce cas particulier du théorème 3 (et du théorème de 
Poincaré-Bohl) est parfois appelé théorème de Rouchet. 

Remarquons enfin que les hypothèses du théorème 3 (et même du 
théorème de Poincaré-Bohl) sont satisfaites si f, et f, sont des appli- 
cations du compact X dans une certaine sphère S"-! (de centre 0) 
qui vérifient la condition suivante : quel que soit p € X, les points 
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fo (P) et fs (p) ne sont pas des points diamétralement opposés de la 
sphère Sr-!, Nous nous servirons de cette remarque en particulier 
dans le numéro suivant. 


4. Homologies dans R"\o. Soit {” un simplexe de dimension 
n de R” orienté conformément à une orientation de À” choisie une 
fois pour toutes. Désignons maintenant par o un point du simplexe 
|[#* | = T°. 11 découle de (1) que o (Af”, o) — 


Théorème 4. Chaque cycle convergent z7-! d’un compact quelcon- 
que D © R°\ 0 satisfait à la condition 


(6) ze 0 (771, o) At" dans R'\ 0. 


Démonstration. Désignons par f, l'application iden- 
tique du compact O et par 1, la projection de ce compact de centre o 
dans [7T"]XT", i.e. l’application qui fait correspondre à chaque point 


—} 
x E D le point d'’intersection de la demi-droite ox avec [T"]X T". 
Les applications j, et f, satisfont aux hypothèses de la remarque 
faisant suite au théorème de Poincaré-Bohl, et donc 


ze f,z27"71 dans R"\ 0. 


Puisque le cycle véritable f,z"-! est situé sur la frontière du sim- 
plexe T°”, on a sur cette frontière, et a fortiori dans R"\ 0, l’homo- 
logie f12-! — yAf® et donc l’homologie 2-1 = yA#”, d’où l’on 
déduit 

o (2771, 0) = 0 (yA!", 0) = y o (A!”°, 0) = Y, 
en vertu de la remarque 3 ci-dessus et du choix de l’orientation {”. 


Remarque 4. Puisque le cycle At" n’est pas homologue 
à zéro dans R"\Xo, l’homologie z"-! 0 dans R"X0 implique en 
vertu du précédent que l'on a nécessairement o (z"-*, 0) — 0. 

On peut déduire ensuite du théorème 4 que si 0 (:7-!, o) = O, 


alors 
ani © 0 dans R\ 0. 


Autrement dit, l'égalité o (27*, 0) = 0 est non seulement une con- 
dition nécessaire, mais aussi une condition suffisante pour que 
l'on ait 2° — 0 dans R7TN 0. 

D'où l'on déduit à son tour le 


Théorème 5. Deux cycles convergents 2-1 et 27-1 dont les suppori8 
ne contiennent pas le point o sont homologues entre eux dans Ro 5 
et seulement si l'on a o (7-4, 0) — 0 (z7-1, 0). 


5. Ordre d'un point relativement à un cycle comme degré de la 
projection centrale sur une sphère. Supposons à nouveau que 0€ T” et 
que £{” est une orientation de 7”, conforme à l'orientation de À" 
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Nous dirons que l'orientation At" de la frontière du simplexe T" est 
l'orientation correspondant à l'orientation donnée de R". 

Remarque 5. Si S"-!l est une sphère de centre o. nous pre- 
nons pour orientation de cette sphère, correspondant à l’oricntation 
donnée de R”, celle que l’on obtient à partir de l'orientation A!” de 
la pseudo-variété 7" T® par projection centrale de centre o. 

Désignons comme précédemment par jf, la projection de centre o 
du compact ® © R7X 0 dans la frontière du simplexe 7° et par 
z-l, un cycle convergent de ®. Puisque Af” est l’orientation de la 
pseudo-variété ZX 7", on a 


(7) fast = + AC dans R°TX 0, 


et en vertu de la remarque 4, nécessairement y — 0 (27-!, uv). Mais 
d’après la définition même du degré d'une application, le nombre y 
qui figure dans le deuxième membre de l'égalité (7) est le degré de 
l'application 1 du cycle z7-! dans la pseudo-variété orientée TX T° 
(le cycle d'orientation étant Af"). Ainsi: 


Théorème 6. L'ordre d'un point o relativement à un cycle convergent 
z"-1 situé dans R"\ 0 est égal au degré de la projection de centre o dans 
la frontière du simplexe T" 3 o, cette frontière étant orientée conformé- 
ment à l'orientation donnée de T'. 


Remarque 6. Sizr-lest un cycle continu, soit 


(8) “LL = | Fgbt 


alors le degré de l'application f, du cycle z"-! est évidemment égal 
au degré de l'application f,f du cycle z*-!. Donc: 


Théorème 7. L'ordre d’un point o relativement à un cycle continu 
2-1 situé dans R"\ 0 et donné en représentation paramétrique (8) est 
égal au degré de l'application f,f du cycle 237" dans la frontière du sim- 
plexe T" 30, cette frontière ayant l'orientation correspondant à celle 
de R". En particulier, si le cycle (8) est situé sur S7n-1 — TXT", ie. f 
est une application dans Sr”, alors o (z2"-}, o) coïncide avec le degré 
de l'application f du cycle z7-! dans Sn”, 


Exercice. Soit f une application continue du cercle orienté 
z! dans R?X0. Démontrer que l'ordre du point o relativement à fz! 
coïncide avec l’ordre défini au $ 10 du chapitre 2. 


6. Théorème d'existence des racines. Supposons que 2*7! est un 
cycle convergent de dimension 7 — 1 dans À”, à support ©®,: 
REA (EE HO ss.) 
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et o, un point de l’ensemble ouvert T = R"®,. Nous savons d’après 
la remarque 4: si z-! = 0 dans R"\ 0, alors l’ordre o (2"-!, o) est 
nul. D'où il découle directement lei 


Théorème 8 (théorème général d'existence des racines). Soit 2-1 
un cycle convergent à support D, homologue à zéro dans le compact 
® = ®,. Soit f une application continue du compact © dans R" et 
0€ RD. Si 0 (f7-!, 0) 5 0, il existe au moins un point x, € O 
tel que fx; = 0 (de tels points seront appelés racines de l'application f). 

En effet, 

fzn-1 À 0 dans f®O 
et donc, si l’on avait 
fo & Ro, 
alors 
fa-1 À O dans R°\ 0. 
Par conséquent, 


g ar, 0) uE 0, 


contrairement à nos hypothèses. 

Dans la majorité des applications de ce théorème, z"-! est un cycle 
d'une certaine triangulation X,, homologue à zéro dans K,. Les cas 
particuliers suivants sont particulièrement importants. 

Soient Q une boule de dimension nr, S"-! la sphère qui la limite 
de dimension nr — 1, z"-! une certaine orientation de cette sphère 
et f, une application de Q dans À", o E R'XSr-1 Si o (fz"”À, o) 
0, alors il existe au moins un point x, € Q tel que fr, = 0. 

Remarque 7. Le deuxième cas particulier du théorème 8 se 
rapporte aux régions polyédrales de l’espace AR”. 

Nous entendons dans ce chapitre par région polyédrale de l’es- 
pace À?" un ensemble de la forme F = TX (T3 U...U Ta), les sim- 
plexes T?, ..., T? de dimension nr étant contenus dans le simplexe 
T" et deux à deux disjoints. 

Considérons une triangulation ÆX, du polyèdre T. Choisissons 
des orientations tg. de tous les simplexes | ta, | de la triangulation 
K,, qui correspondent à l'orientation choisie {* du simplexe 7”. 

| On appelle le cyclef 24%, — zG frontière de la région orientée T 
(dans la triangulation X,). Sous ces hypothèses, nous avons le cas 
particulier suivant du théorème 8. 


Théorème 8,. Soient l'une région polyédrale de l'espace R”" et f, 
une application continue du polyèdre Y dans l'espace R°". Soit o un point 
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de l'espace R” non contenu dans fA"1, où 2& : est la frontière de la 
région polyédrale T (voir ci-dessus). Si o (fx *, 0) = 0. alors il existe 
au moins un point de la région T que l'application f envoie sur le point o. 


7. Cas de l'application dans une sphère S”. 


Théorème 9. Soient S® et S" deux sphères orientées et soit une appli- 
cation continue de la sphère S® dans la sphère S" de degré y. Envisageons 
la sphère S" comme étant l'espace euclidien R" auquel on a adjoint le 
point u à l'infini: 

S® = R°U u. 
Admettons que pour un certain point o € R° nous avons 
Jos T7, 


où TS est un simplexe de dimension n d'une triangulation K, de la sphè- 
re S% ; désignons par & l'orientation du simplexze TS qui coïncide avec 
l'orientation donnée de S54 

Alors 
(9) 0 (fAÏG: 0) = Ye 

Démonstration. Le premier et le deuxième membre de 
l’égalité (9) ne changeront pas de valeur si l’on remplace l'application 
continue f par une approximation simpliciale suffisamment proche. 
On peut donc supposer dès le début que f est une application simpli- 
ciale qui envoie une certaine subdivision X, de la triangulation X, 
de la sphère S® dans une triangulation X de la sphère ST, o étant 
situé dans un certain simplexe 7" € Æ de dimension n. Désignons 
par £" l'orientation de 7” identique avec celle de S7. 

Nous supposons que le point à l'infini w n'appartient pas à 7”. 

Désignons par #1 les simplexes du complexe Æ, obtenus par sub- 
division de 7% et orientés conformément à S5. Soit enfin x (resp. v) 
le nombre des simplexes #&: pour lesquels ft; — €" (resp. ftai = —©). 
Alors nous avons y = 7 — v. D'autre part, en posant 2? = D\t2,, 
nous obtenons 


o (AG, o) =o(fAx, o) = nr — 7", 


ce qu'il fallait démontrer. 


$ 4. Théorèmes sur les cycles enlacés : 
théorèmes d'existence des cycles enlacés et « petit » 
théorème de dualité 


1. Remarques préliminaires. Soit R” un espace euclidien muni 
d’un système de coordonnées zx;, Z:, . . .. x, Cartésiennes orthonor- 
mées (et par conséquent, muni d'une certaine orientation). Choisissons 
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un & > O0 quelconque et construisons tous les hyperplans de la 
forme x; = ke, i = 1,2,..., n, où k est un nombre entier (positif 
ou négatif) quelconque. Ces plans décomposent l’espace R” en cubes 
congruents, dont les arêtes sont de longueur & et toutes les faces sont 
parallèles aux plans des coordonnées. Le complexe cellulaire dont les 
éléments sont ces cubes et toutes leurs faces (de dimension allant de 
O0 à nr — 1), avec les orientations naturelles des cubes et les coeffi- 
cients d'incidence correspondants, sera désigné par W, (parfois 
simplement par W). 

Une translation déterminée par le vecteur dont toutes les coordon- 
nées sont égales à e/2 applique le complexe W, sur un complexe que 
nous désignerons par We. Les complexes W, et W, se trouvent dans 
la relation suivante, que nous appellerons relation de dualité: 

1°. Pour chaque entier p, 0 < p < n, il existe une bijection entre 
les cellules de dimension p du complexe W, et les cellules de dimen- 


sion z — p du complexe W: telle que deux cellules T£ et 7’; ? cor- 
respondantes (elles seront désignées par un même numéro et dites dua- 
les) possèdent un seul point commun (le centre commun des cubes 
TP et Ti"-?), tandis que deux cellules 7 et T;"-? à indices distincts 
sont à une distance positive l’une de l’autre. 

2°. Si les adhérences des cellules T£ et T;° ont des points communs 
etr  s=£ n, alors chacune de ces deux cellules Tf, T° possède une 
face duale à l’autre (d’où l’on déduit, en particulier, que T£ MN T° 
Æ À implique nécessairement r+s>n). 

Par la suite nous aurons toujours p + g = n -- 1; toutes les 
chaînes considérées seront finies; une orientation quelconque, mais 
choisie une fois pour toutes, de la cellule 7? sera désignée par # ; 
la cellule duale 75°”? sera munie d'une telle orientation f#;"”"? que 
l'indice d’intersection (4"7? >» #) soit égal à +1; les chaînes de 
W seront désignées par 2°, x*1, etc. Si p est fixé, nous écrirons 
simplement x à la place de 2? ; x” désignera toujours une chaîne de W” 
de dimension nr — p et z’ désignera un cycle de W* de dimension 
n — p —1,i.e. de dimension g. 

En ce qui concerne les groupes de coefficients, nous allons considé- 
rer, dans les deux complexes W et W”, les chaînes pour le même an- 
neau de coefficients A (qui sera un des anneaux *) 7, Z,,, À) de sorte 
que l'indice d’intersection d’une chaîne z? du complexe W et d’une 
chaîne x’ du complexe W” s'avère défini. 

Enfin, en guise d'exception, nous entendrons dans ce paragraphe 
par « caractère » d'un groupe tout homomorphisme de ce groupe dans 
le groupe de coefficients correspondants **). 


*) Et aussi les chaînes entières dans l’un d’eux et alors des chaînes quel- 
conques dans l’autre, l'indice d'intersection étant toujours défini dans ce cas. 

**+) Les renseignements nécessaires sur ces caractères sont réunis dans le 
Supplément au présent chapitre. 
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Démontrons *) les propositions élémentaires suivantes. 


Lemme 1. Si(z'xX #?) — 0, alors toutes les cellules de la chaîne x’ 
(ie. les cellules qui figurent dans cette chaîne avec des coefficients non 


nuls) sont situées à une distance positive de la cellule T{. 
En effet, si x’ = Dcit;" ?, alors 


0O=(xA)=2c; GP xÉ) =, 
J 


de sorte que la cellule t;""?, duale à la cellule ##, ne figure pas dans la 
chaîne zx’, d'où l’on déduit notre assertion. 


Lemme 2. Soit K un certain sous-complezxe fermé du complexe W. 
Supposons que pour toute chaîne x°*1 de dimension p + 1 du complexe 
K et une certaine x’ fixe on a 


(x X Az) = 0. 


A lors le cycle z' = Ax' est situé dans R°\X K (où, comme toujours, K est 
le support du complexe K). 


En effet, en vertu de la théorie des intersections (voir $ 1,p. 150), 
pour tout z7*! on a la formule 


(5 X at) = (Az M Pl) = HE (x X Az) = 0. 


Donc, en particulier, pour tout TPERK 
("x #7) = 0, 


de sorte qu’en vertu du lemme 1 le cycle z’ est à une distance positive 
de chaque cellule de dimension p + 1 du complexe Æ et par consé- 
quent (vu que la dimension de z’ est ñn — p — 1), aussi de toute cel- 
lule de ce complexe. 


Lemme 3. Soit A un des groupes I, I, À. Soit K un sous-complexe 
fermé du complexe W. Chaque chaîne x’ € LP (W”, X) engendre un 
caractère ® du groupe LP (K, A) de toutes les chaînes de dimension p du 
complexe K, pour le groupe de coefficients X, @ étant déterminé par 
la formule 

or? = (x X x). 


Ce lemme ne nécessite pas de démonstration. 


Lemme 4 (réciproque du lemme 3). Chaque caractère ® du groupe 
LP (K, À) est engendré par une certaine chaîne zx» € LP (W", X) 


*) Les éléments de la théorie des intersections exposés au $ 1 du présent 
chapitre se rapportaient à l'intersection des simplexes et des chaînes simplicia- 
les. Le lecteur saura retrouver sans difficulté les formules correspondantes pour 
les cellules et les chaînes des complexes W et W. 
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suivant la formule 
= (x X P). 


Pour la démonstration choisissons un caractère @ du groupe 
LP (K, A) et posons 
= Dane, 


c; — pif. 


où 


Alors 
(to X ti D = 2 ci (5 "Pxi )= ci == pl, 


d'où l'on a pour chaque 27= D cit} E LP(K, X) 
pr? = D cpl = D cici 


(zo X zP) =D 0 (zo X À) = } CiCi. 
2. Théorèmes d'existence de cycles enlacés. Nous désignerons tou- 
jours par X un sous-complexe fermé quelconque du complexe W, ; 


par II — X, son support; par l', l’ensemble ouvert R"X II. Tous les 
cycles de dimension nulle seront supposés normaux (chapitre 1, p. 61). 


et 


Proposition 1”. Supposons qu'un cycle z de dimension p du complexe 
K pour le groupe de coefficients A = À ou A = I», m > 2, n'est 
pas homologue à zéro dans X. Il existe alors dans T un cycle z° de dimen- 
sion q (pour le même groupe de coefficients A que le cycle z), enlacé 
avec z (comme toujours, g = nr — p — 1). 

Réciproquement, il existe pour chaque cycle z° de l'ensemble 
pour le groupe de coefficients X, un cycle z du complexe K enlacé 
avec 7’. 

Nous verrons maintenant que la première assertion de ce théo- 
rème est contenue dans les deux propositions suivantes. 


Proposition 1;,. Supposons que le système de cycles rationnels 
(1) ENT 


est homologiquement indépendant dans le complexe K. Il existe alors 
dans T un système de cycles rationnels 


(2) 215 isuu 2 
enlacé avec le système (1) dans ce sens que 

; — 41 pour j =i, 
(3) 0 (Zi, 23) = is =0 pour ji | 


(ce système est donc homologiquement indépendant dans T). 
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Proposition 1;,. Supposons que les cycles (1) sont des cycles du com- 
plexe K, pour l'anneau de coefficients T1, et forment dans K une base 
homologique mod m (voir chapitre 1, p. 52). Supposons que l'ordre 
du cycle z; (i.e. l'ordre de sa classe d'homologie considérée comme élé- 
ment du groupe AP (K, I,)) est le nombre m;. Il existe alors dans T des 
cycles (2), pour les coefficients TI, qui satisfont à la condition 
(3) o(%,2)=tm(), 0(%,2)--0 pour ik j. 

(A 

Remarque 1. Les systèmes de cycles (1) et (2), ayant pour 
coefficients 7, et satisfaisant à la condition (3), sont dits enlacés 
modulo m. Si m est un nombre premier, alors m, — m et il suffit 
d'exiger que les cycles (1) soient homologiquement indépendants, 
puisque la notion de base homologique modulo un nombre premier m 
coïncide avec celle de système maximal de cycles homologiquement 
indépendant, et tout système homologiquement indépendant peut 
être complété jusqu’à un système maximal. On aura alors dans (3,,) 
la relation o (zi, z;) = 1. 

La proposition 1, contient évidemment la proposition 1” pour 
A = À. D'une manière analogue, on déduit facilement de la propo- 
sition 1h la première assertion de 1” pour Z,. En effet, si (1) est 
une base homologique modulo m (chapitre 1, p.52)etzE€ZP(KX,1I,), 
alorsonaz — cz, dans K pour 7, ; si le cycle z n’est pas homologue 
à zéro pour {m, au moins un des coefficients c; est différent de m; 
(mod m); si par exemple c,  m, (mod m), alors pour z —z,ona 


(4) 0 (2", z) — 2 Ci0 (Zi, Zi) = C0 (25, 1) 5 0. 


Passons à la démonstration des propositions 1; et 1”. Sans res- 
treindre la généralité, nous pouvons supposer que le système (1) des 
cycles rationnels est un système homologiquement indépendant 
maximal. 


Nous savons (p. 41, remarque 6) qu’alors le système (1) fait partie 
d'une base rationnelle 


(GB) B=kt, pus lee Wpts She. pi 


Pp "5 
Ui, CCE Up ; V1, CCC LE p} 


de sorte que les éléments 
(6) zh, Uk, LÉ 


de la base (5) forment une base rationnelle du groupe ZP (K, hf) et les 
éléments 


(7) uk, UT 


forment une base du groupe HP (K, R). 
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Définissons maintenant les caractères rationnels ®,, à = 1, 
2,...,n?, du groupe LP (K,%R), en posant ®;z;, = 1 et en exigeant 
que le caractère ®, s’annule sur tous les autres éléments de la base (5) 
différents de z, (en particulier, ®, — 0 pour tous les uf et w} et donc 
pour tous les éléments du groupe HP (K, R)). 

D'après le lemme 4 du numéro précédent, le caractère ®, est en- 
gendré par une certaine chaîne x; € LP (W”, R) suivant la formule 


px? = (xs X zP). 
D'après la remarque précédente on a 
(x x Az) = 0 


pour chaque chaîne z2°*! € LP*1 (KX, S) de dimension p + 1, d'où 
l'on déduit en vertu du lemme 2 du numéro 1 que le cycle z;i — Az; 
est situé dans F. D'autre part, 


0 (Z4, 4) = (ri X 2): p;z =Ô;;, L, ] =1,; 2, PT x, 


de sorte que les cycles (1) forment effectivement un système enlacé 
avec le système (1). 


Démonstration de la proposition 1». D'après 
les considérations analogues à celles qui terminent la démonstration 
précédente, il suffit de construire pour chaque i = 1,2,...,n? un 
caractère œ; (ie. dans le cas envisagé un homomorphisme 
P;: LP(K, Im) —+ Im) qui satisfait aux conditions 


Pit =Im() , Piz;j =0 pour j Æ i. 


Cette construction s'effectue ainsi. Désignons par & la classe d’ho- 
mologie du cycle z et construisons d’abord le caractère p; du grou- 
pe A’(X. 7») en posant 


Pibi = Im (=). pit, =0 pour j Æi. 


Puisque &; est d'ordre m;, cette construction est possible (voir le 
Supplément à ce chapitre). 

Posons maintenant @;,z — pit pour tout z € C. Il reste à généra- 
liser ce caractère du groupe ZP (X, 1,,) au groupe LP (K, T7), ce qui 
se fait suivant le théorème 4 du Supplément déjà cité. 

Les propositions 1, et 1, et donc la première assertion de la pro- 
position 1” sont démontrées. 


Démonstration dela deuxième assertion 
de 1”. Soit z’ un cycle de dimension q dans |”, non homologue à zéro 
dans F (le groupe des coefficients est À ou 7,,). Choisissons un voisi- 


nage OP — OK tel que le cycle z’ n'ait pas de points communs avec 
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lui. Choisissons ensuite un voisinage O,P situé à l’intérieur de OP 
si petit que tout cycle de O,P soit homologue dans OP à un cycle 
du polyèdre P lui-même (ce qui est possible en vertu du corollaire 
du théorème de convergence, p. 127). Nous pouvons supposer que les 
voisinages OP et O,P sont constitués de cubes d’un certain W, pour 
e >> 0 suffisamment petit. Enfin, désignons par Q un cube, consti- 
tué de cubes du même W, et contenant dans son intérieur tout aussi 
bien [OP] que le cycle z’. Désignons par P’ le polyèdre QO,P. Ce 
polyèdre est situé-dans l, et donc le cycle z’, n'étant pas homologue 
à zéro dans P”, sera enlacé en vertu de la première assertion de la 
proposition 1” (pour le polyèdre P”) avec un certain cycle zP situé dans 
T' = R'KP" = (RQ) U O,P. Nous avons zP — 2 + %, où 7 
est situé dans O,P, æ, dans R°KQ et 0 Æ 0 (2P, z°) = 0 (2P, z') + 
+ 0 (22.7). Mais o(2, z°) = 0 (puisque z° est contenu et homologue 
à zéro dans @, tandis que Z£ est en dehors de Q: nous faisons appel 
ici au fait que z” est un cycle normal dans le cas où il est de dimension 
nulle). Par conséquent o (z?, z”) =£ 0. Mais le cycle z? est situé dans 
O,P ; il est donc homologue dans OP à un certain cycle du polyèdre P 
(et donc du complexe X). Evidemment 9 (2, z°) = 0 (zP, z°) Æ 0, 
ce qui termine la démonstration de l’assertion 1°. 
De la proposition 1” nous déduisons facilement la 


Proposition { (premier lemme d'enlacement). Supposons donné 
dans un compact D © R7 un cycle convergent 


(8) 2 (01), 002) 


relativement à un des groupes de coefficients A — R, 1, m > 2, non 
homologue à zéro dans ® pour A. On peut alors trouver dans T = 
— R°O un cycle 21, entier pour A = R et modulo m pour A — I, 
enlacé avec le cycle z? et donc non homologue à zéro dans T (pour T'et I, 
respectivement). 


Démonstration. En prenant un voisinage suffisamment 
petit OO de l’ensemble ® = R” et un nombre k suffisamment grand, 
on peut supposer que tous les cycles z%, k =kh, sont situés dans OO, 
qu'ils y sont tous homologues entre eux et aucun d’eux n’est homo- 
logue à zéro dans [0®@]. On peut aussi supposer évidemment que le 
voisinage O0® est constitué de cubes d’un certain W,. D'après la pro- 
position 1’, il existe dans R" (0O] un cycle polyédral, enlacé avec 
tous les z; et donc avec le cycle convergent æ, ce qu'il fallait dé- 
montrer. | — 

Dans le cas des coefficients A = R et A — 7, où m est un nom- 
bre premier, démontrons la 


Spécification de la proposition 1. Soit... 
(9) Zn nes 2 


12—0139 
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un système de cycles convergents homologiquement indépendant dans 
le compact OCR". Alors il existe dans T —R"\X © un système 


(10) 4, ...,} 
de cycles, enlacé avec le système (9) dans ce sens que 
(11) 0 (4, 2) = Gi; 


(groupes de coefficients R ou I», m étant premier). 


Démonstration. L'indépendance homologique des cy- 
cles véritables (9) signifie qu’il existe un e >> 0 tel qu'aucune combi- 
paison linéaire À,2P + . . .+ À,zP non triviale ne peut être e-homo- 
logue à zéro dans T +). Il existe alors un voisinage polyédral P de 
l'ensemble © dans À” tel que les cycles (9) sont homologiquement 
indépendants dans ?. 


En effet, choisissons &”’ <= et désignons par P” le polyèdre cons- 


titué de tous les cubes du complexe W.. qui possèdent des points 
communs avec ®. Supposons que À,2P + ...+2,zP — 0 dans P, les 
As + ++ À n'étant pas tous nuls. 

Si Æ = (2h, 2%, . . ., 2h, . . Ji = 1,2, ...,r (où 7% est une 
ôn-chaîne du compact ®, 6,—>0), alors, pour Æ suffisamment 
grand, on a 


> AiZin = Arp*i, 
i=1 


où æ*1 est une &’-chaîne de P ; en remplaçant les sommets de la chaîne 
27*1 par les points les plus proches de l’ensemble ®, nous transfor- 
merons la chaîne 27*! en une e-chaîne y?*‘! de l’ensemble ® et nous 


aurons toujours AyP*i — d'u, ce qui est en contradiction avec 
1 


l'indépendance homologique des cycles relativement aux e-homolo- 
gies de © 

Ainsi, les cycles (9) sont homologiquement indépendants dans le 
polyèdre P. On peut donc déduire des propositions 1, et 1,, l’existen- 
ce dans R"\XP d’un système de cycles (10) enlacé avec (9), ce qu'il 
fallait démontrer. 

La définition de l’enlacement d’un cycle véritable avec un cycle 
d’un ensemble ouvert nous sera également nécessaire. Soient z7 — 


—=(2P,2P,..., Z%, . . .) un cycle véritable (non nécessairement conver- 


*) Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que cette définition de 
l'indépendance homologique est équivalente à la condition usuelle de l’indé- 


pendance, dans le groupe A?(®, &), des éléments ??, ..., &P qui sont les 
classes d’homologie des cycles z7, . .., 2. 
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gent) du compact O = R° et z%1, un cycle de l’ensemble ouvert 
FT — RO. Nous dirons que les cycles z7 et z7 sont enlacés si 


pour tous les Æ suffisamment grands on a 0 (%, 2) O0 *). 


Proposition 2 (deuxième lemme d'enlacement). Soit 
(11°) 2P=— (21, 22, Re sis) 


un cycle à coefficients variables du compact ® (i.e. zk est un ôk-cycle mo- 
dulo mx, ôr—>0). Si le cycle ? est complètement non 
homologue à zéro dans ® (ie. il existe un e > 0 tel 
qu'aucun des cycles À ne peut être la frontière dans © d'une e-chaîne 
modulo m;), alors il existe un voisinage OO (que l'on peut supposer 
polyédral) et des cycles de R"XI0®] 


(12) 220 dos 2 ace 
modulo mx, enlacés respectivement avec les cycles zk. 


Démonstration. Nous pouvons admettre, sans restrein- 
dre la généralité, qu'il existe un tel voisinage polyédral OO de l’en- 
semble ®, que tous les z£ sont situés dans O® et aucun d'eux n’est 
homologue à zéro dans le polyèdre P — [0®]. Après cette remarque, 
la proposition 2 se déduit immédiatement de la proposition 1. 


Proposition 3 (troisième lemme d'’enlacement). Supposons donné 
dans T — R"XO un cycle z1 non homologue à zéro pour un des grou- 
pes de coefficients A = ou A = Im, m > 2. Il existe alors dans © 
un cycle convergent (11”) enlacé avec 7%, pour le même groupe de coef- 
ficients X. 


En effet, prenons un voisinage OO constitué de cubes du com- 
plexe W, et si petit que z° est en dehors de [0®]. Prenons ensuite un 
autre voisinage 0,0, {(0,®] = 00 (également constitué de cubes d'un 
complexe W., plus fin) si petit que tout cycle de [0,®] est homologue 
dans 0® à un certain cycle véritable du compact ®. Puisque le cycle 
2% n’est pas homologue à zéro dans R"X[0,O1, il existe dans [0,®1] 
un cycle zp enlacé avec 7. Le cycle z? est homologue dans OO à un 
cycle convergent z?7 du compact ®, et z? est donc également enlacé 
avec z7, ce qu'il fallait démontrer. 

On a une spécification analogue à celle de la proposition 1. 


Spécification de la proposition 3. Soit A un des groupes de coefj- 


ficients R ou Im, où m est un nombre premier. Supposons donné, dans 
l'ensemble T — R"X®O complémentaire au compact D R”, un 


*) Si zP est un cycle à coefficients variables, cette définition sous-entend 
que les coefficients d’enlacement 0 (zf, £®) sont définis, ce qui a toujours lieu 
si, par exemple, =° est un cycle entier. 

12% 
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système homologiquement indépendant de cycles 

(10) 4, ee. .) 2 

pour le groupe de coefficients X. À lors O contient un système de cycles 
convergents 

(9) RB, ... à, 

enlacé avec le système (10) dans le sens des relations (11) (pour le même 
groupe de coefficients). 


Démonstration. Choisissons e > 0 si petit que le po- 
lyèdre P, constitué de tous les cubes du complexe W. possédant des 
points communs avec ®, soit situé entièrement en dehors des cycles 
(10). Considérons le cube ©, également constitué d'éléments de W., si 
grand qu'il contient tout aussi bien le polyèdre P que tous les cy- 


cles (10). Choisissons un &’ <+ si petit que tout cycle situé dans un 


2e'-voisinage de l'ensemble ® soit homologue à l’intérieur du po- 
lyèdre P à un certain cycle convergent du compact ®. 

Désignons par P” le polyèdre qui consiste de tous les cubes du 
complexe W.. possédant des points communs avec ®, et envisageons 
le polyèdre 


P, = (QXKP"]. 


Tous les cycles (10) sont situés dans ce polyèdre et y sont homologi- 
quement indépendants. L'ensemble ouvert 


R°X Po = (PU (R°XKOQ)) 
possède donc un système de cycles 


yp, ..., y 
enlacé avec le système (10). Chacun des cycles y? est la somme 
y? = 2 + z, dont le premier terme est un cycle z°?, situé dans P' = 
S Q (et homologue à zéro dans Q), et le deuxième z est un cycle 
situé en dehors de @. Par conséquent, o (1°, 27) — 0 et 

ô;; = 0 (y}, 24) — 0 (zi?, 24). 

Ainsi, le système (10) est enlacé avec le système 

ARR 
de cycles situés dans. P’. Mais d'après la construction du polyèdre P”: 


chacun des cycles z qu’il contient est homologue dans P, et donc en 
dehors des cycles (10), à un certain cycle convergent. z du com- 
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pact O et 
o (2%, 2)) = 0 (x, 29) = us, 


ce qu'il fallait démontrer. 
Réunissons les spécifications des propositions 1 et 3.'Nous obtenons 
l'importante proposition suivante. 


Théorème 10. Pour chaque système homologiquement indépendant de 
cycles æ,..., # convergents du compact ® (pour les groupes de coeffi- 
cients A — R ou A — I», m étant premier), il existe un système enla- 
cé de cycles A, . .., 2% de l'ensemble ouvert T = R"K®O*). Réciproque- 
ment, pour tout système homologiquement indépendant de cycles 
2%, ..., 2? de l’ensemble T,, il existe un système de cycles 27, .... 2P 
du compact ® enlacé avec celui-ci. 


3. Digression : dualité d’Alexander; théorème de Jordan-Brou- 
wer. Introduisons maintenant la définition suivante. Nous dirons 
que le nombre de Betti x? © de dimension p du compact © (resp. le 
nombre de Betti 1%, de dimension p de ce compact modulo m) est 
infini si, pour tout entier naturel r, il existe dans © un système homo- 
logiquement indépendant, consistant de r cycles véritables conver- 
gents de dimension p, pour le groupe de coefficients À (resp. 7). 

Nous dirons que x7®= r (resp. n2, D = r) s’il existe dans O un 
système homologiquement indépendant de r cycles de dimension p 
pour À (resp. pour Z,) et r est le plus grand nombre qui possède 
cette propriété. 

On peut définir d'une manière analogue les nombres de Betti 
xPT et nl pour les groupes APATr d’un ensemble ouvert (chap. 2, 
p. 145). 

Rappelons aussi que tous les cycles de dimension nulle envisagés 
dans ce chapitre seront supposés normaux. 

Le théorème 10 implique immédiatement (la démonstration est 
laissée au lecteur) le 


Théorème 11 (dualité d'Alexander) **). Pour tout compact D = 
= R" et T — RO, on a (avec comme toujours q =n — p — 1) 


PDO = nl 2D — 711 
nPD = nT, n,0 = 7,1. 


Puisque a°T et nl sont égaux! au nombre de composantes de 
l'ensemble l' moins une, alors: 


*) Pour le même groupe de coefficients YU; si A — À, on voit facilement 
que les cycles enlacés peuvent être choisis entiers. 

*+) Ce théorème a été démontré par Alexandrov dans [5] en 1927. 
J. Alexander l’a démontré en 1923 pour les polyèdres topologiques, où 
par polyèdre (en particulier, par Pare) topologique on entend un espace 
compact, homéomorphe à un polyèdre (respectivement, à une pseudo-variété). 
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Pour tout compact D R" ona la relation x"-1D—17-1® (quel 
que soit le nombre premier m). 

Considérons le cas où ® & À” est une pseudo-variété (topologi- 
que) fermée de dimension r7 — 1. Alors n?-?® = 1; par conséquent, 
® divise l’espace À” en deux domaines, ‘et donc x7-1® — 2. On en 
déduit que ® est une pseudo-variété orientable (car pour une pseudo- 
variété non orientable nous aurions x-1® — O0). 

Démontrons maintenant que pour tout sous-ensemble ®' € © 
fermé propre l'ensemble R°®X ®" = F” est connexe. Il suffit pour 
cela de montrer que deux points quelconques a et b de l'ensemble F” 
sont situés dans un de ses sous-ensembles connexes. Démontrons 
cette dernière assertion de la manière suivante. Soit ÆX une triangu- 
lation (topologique) si fine de la pseudo-variété O que le sous-complexe 
K" = K consistant de tous les simplexes du complexe À qui con- 
tiennent des points de ®’ est un sous-complexe propre du complexe X, 
et son espace sous-jacent ne contient aucun des points a et b. Alors 
r'Æ" —0 et l’ensemble R°\X KÆ" est connexe en vertu du théorème 
d’Alexander. Puisque al b& R°X "=", notre assertion 
est démontrée. 

I1 découle des faits démontrés que toute pseudo-variété fermée 
D © À" de dimension n — 1 est la frontière commune des deux domaines 
en lesquels elle partage l'espace R". 

Nous avons démontré toutes les parties de la célèbre et remarqua- 
ble proposition qui suit. 


Théorème 12 (de Jordan-Brouwer). Chaque pseudo-variété fermée 
de dimension n—1 de l'espace euclidien de dimension n est orientable, 
et elle décompose l'espace en deux domaines dont elle est la frontière 
commune. 


4. Autres propositions sur l’enlacement des cycles. Au chapitre 
5 nous aurons besoin des deux propositions suivantes. 


Proposition 4 (quatrième lemme sur l'enlacement des cycles sous 
sa première forme). Soit X% un cycle entier de dimension q, situé dans 
T—R"X O et non homologue à zéro dans T pour le groupe de coeffi- 
cients T. Il existe alors un cycle exponentiel du compact ® enlacé avec :*: 


(iii as) 


Démonstration. Soit = cycle de l, non homologue 
à zéro dans l pour 7. Choisissons un cube © de dimension 7 qui con- 
tient aussi bien le compact D que le cycle z? dans son intérieur. 
Supposons d’abord que le cycle z7 est une frontière dans F pour le 
groupe de coefficients R (i.e. est d'ordre fini s > 2). Le cycle z 
sera une frontière (pour À) également dans l’ensemble ouvert [ 
égal à l'intersection de F avec l’intérieur du cube Q. En effet, 
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prenons la chaîne z%*! située dans (pour le groupe de coefficients À) 
de frontière 27. Prenons le cube *) Q' & Q, plus petit que Q mais 
contenant toujours z7 ainsi que ® dans son intérieur. Prenons, d'au- 
tre part, un cube 9” = Q, de même centre que @, si grand que la chaî- 
ne 27*! est. située dans son intérieur. Tous les trois cubes Q”, Q, Q” 
sont supposés concentriques. En considérant l'application linéaire 
sur les rayons issus du centre commun des cubes 9”, Q et Q” qui 
envoie le cube Q” XX Q” sur le cube Q X Q' et en la prolongeant par 
l'identité sur le cube Q”’, nous obtiendrons une application du cube 
Q” sur le cube @, identique dans Q° et appliquant la chaîne 2%*! 
dans une certaine chaîne de F f} QE FT”, qui a le même cycle 
pour frontière. 
Considérons les voisinages polyédraux 


0,9 3 O0 :D >. . .20;D3. e … [0:4,01c O,D 


si petits que [0,®] soit situé à l'intérieur du cube Q et que le cycle 
ZA ait le même ordre fini s dans tous les polyèdres P, = Q X O,®. 
Alors, d'après la proposition 2” du chapitre 1, il existe pour chaque k 
un nombre naturel 0, tel que 27 n’est pas homologue à zéro mod s°* 
dans P,, étant donc enlacé avec un cycle **) 7 (mod s°*) situé dans 


O0,®. En prenant les cycles z; dans des subdivisions suffisamment 
fines et en déplaçant leurs sommets dans des points proches de ®, 
nous obtiendrons le cycle exponentiel z? de ® cherché, enlacé avec 21. 

Dans le cas où z? n’est pas homologue à zéro dans l pour f, nous 
prendrons un entier quelconque s > 2. Alors, d'après la même pro- 
position 2, chapitre 4, $ 4, le cycle z7 ne sera pas homologue à zéro 
mod s°* pour tout 0, suffisamment grand. La suite du raisonnement 
est alors la même que dans le premier cas. 

Remarque 2. On peut déduire de notre démonstration celle 
de la proposition 4: si le cycle entier z° n'est pas homologue à zéro 
dans T pour le groupe de coefficients À, on peut alors trouver dans ® 
un cycle exponentiel 2? enlacé avec z° pour toute dominante s > 2. 


Soit zP — (:P, 22, ..., 24, . . .), où z% est un cycle modulo 
m, = s°*, qui est exponentiel dans ® et enlacé avec le cycle entier 


*) SiQestun polygone ouvert convexe, nous désignons son adhérence par Q. 
**) Strictement parlant, on ne peut d'abord déduire de la proposition 1 que 


l'existence d'un cycle yf situé dans RIK(QONKOxD) = OxDOU(R?XO) et 
enlacé avec :2*!, Mais le cycle y? est la somme de deux cycles z° et u}, dont :} 
est situé dans 0,®, tandis que u? se trouve dans RQ; puisque :? :, — 0 dans Q, 
on a 0(:9, uf) = 0 et par conséquent 0 (19, :?) = 0 (24, y) 0, i.e. :9 est 
enlacé avec 27, 
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donné z? situé dans T. Soit R=Ÿ ait? ; en remplaçant chaque 
{ 


coefficient &i, non nul par le plus petit entier naturel ai, 0 < ai < 


< m, dont le résidu modulo m, est a}, nous envisagerons la fraction 
i 
v4 a ? »? ? ‘ ‘ 
Gr = me comme étant un élément du groupe %,. Alors 4— D at? 


est un cycle pour le groupe de coefficients R,, tandis que 


C4 ?. ? 
Pol: 20, si ms sa) 


est un cycle véritable de © pour le groupe de coefficients À,, enlacé *) 
avec z7. On peut ensuite appliquer le théorème de convergence pour 
obtenir dans O un cycle convergent pour le groupe de coefficients 
R,, enlace avec 21. 

On a ainsi la 


Proposition 4” (quatrième lemme d'enlacement dans sa deuxième 
forme). Chaque cycle entier z1 de L = RO, non homologue à zéro 
pour le groupe de coefficients T, est enlacé avec un certain cycle conver- 
gent du compact © pour le groupe de coefficients R. 


Remarque. Les principales propositions sur l’enlacement 
des cycles se généralisent au cas des cycles relatifs. Nous aurons par 
la suite besoin exclusivement du cas particulier suivant, où cette 
généralisation est automatique. On considère : le compact DE À", 
la boule ouverte U" de frontière S-!, un cycle véritable relatif 
zP de O NN [U”] mod (Sr-1 N D) et le cycle z? de l’ensemble ouvert 
UT N (R® X ©). Sous ces hypothèses, toutes nos définitions restent 
valables, à quelques modifications évidentes près. 


Proposition 5 (lemme local d’'enlacement). Soit S"-1c R” 
une sphère **), et U, la boule qu'elle limite. Supposons donnés en outre 
dans R": le compact ® = R" X T'et le cycle z", situé dans U f\ T où 
il n'est pas homologue à zéro (le groupe de coefficients est À, I, ou D). 
Il existe alors dans ® f\ IU] un cycle relatif 27 mod (Sr-! N] D) enlacé 
avec 2°; pour A = R et A = 1, ce cycle est un cycle convergent (pour 
le même groupe de coefficients), tandis que pour Y = TI il peut être, 
au choix, exponentiel ou bien convergent pour le groupe de coefficients 
R1. Si U coïncide avec R”, le cycle 2? sera absolu. 


Démonstration. Posons D’ = ® |) Sr-'. Alors le cycle 
z1, n'étant pas homologue à zéro dans l’ — R" X ©”, est enlacé en 
vertu des propositions 3, 4, 4” avec un certain cycle véritable 


2P = (24. 25, 4 2h 55) 


*) Dans le sens que 0 (22, 24?) est un élément non nul du groupe À, pour 


tout k. —. 
**) Eventuellement de rayon infini. 
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du compact ®’. Désignons par z£ le morceau du cycle z£ situé dans 
U, i.e. la chaîne consistant de tous les termes de la forme linéaire 


2? = 2 cat; dont les simplexes # ont au moins un sommet”dans L/. 


La suite 
(13) LU (2 ss Tan) 


(«la chaîne véritable ») devient, après un déplacement infiniment 
petit *)}, un cycle de ©® f} [U] mod D fN Sr-!, enlacé avec 22. 
Il est aisé de voir que c'est le cycle cherché. La proposition 5 est 
établie. 

Enfin, pour pouvoir énoncer le théorème de Hopf (que nous abor- 
dons maintenant) et les théorèmes fondamentaux de la théorie 
homologique de la dimension des compacts sous leur forme la plus 
complète, nous aurons besoin des propositions sur les enlacements 
analogues à celles que nous venons de démontrer mais généralisées 
au groupe de coefficients x. En cours de route, nous démontrerons 
aussi une nouvelle proposition pour le groupe f,. A savoir, la 


Proposition 6. Supposons que le compact DO = R” contient‘ un 
cycle convergent 2? non homologue à zéro dans © pour les groupes’ de 
coefficients R, ou x. Alors l'ensemble ouvert T = R" X © contient un 
cycle entier 77, enlacé avec 21: 


o (2, 27) Æ 0. 


Réciproquement, si T = R" possède un cycle entier z1 non homologue 
à zéro, alors ® = R" \ T contient un cycle convergent 7, enlacé avec 
z, pour chacun des groupes N;, x. 

En ce qui concerne la deuxième partie de cette proposition, elle 
découle directement de la proposition 4’ qui affirme l'existence d’un 
cycle z? de ®, enlacé avec le cycle entier z° pour R,. En effet, si 
rt: À, — xest une injection naturelle, le cycle 12? est enlacé avec :?: 


0 (127, 24) = Lo (2P, 22) Æ O, 


parce que test un monomorphisme. 
Pour démontrer la première partie de la proposition 6, en suivant 
les raisonnements des n°5 1 et 2, commençons par les lemmes. 


Lemme 1. Si (xz’ X 1P) = O0, toutes les cellules de la chaîne x' € 
€ LI(W"', x) sont à une distance positive de la cellule | £P |. 
Lemme 2. Si pour une chaîne bien déterminée x' € LT (W*, x) 


et une chaîne xr*! quelconque d'un sous-complexe fini K= Won a 
toujours (z° X AxPtt) = O, alors le cycle Ax?*' est situé dans R" X K. 


*) Par déplacement infiniment petit d'une chaîne véritable xP, nous entendons 
l'opération qui consiste à effectuer un ô;-déplacement de chaque chaîne x}, 
où Ôr — 0. 


186 ENLACEMENTS ; THEOREME DE HOPF [CE 3 


F1 Lemme 3. Chaque chaîne z' € LP (W", D) engendre un homo- 
morphisme continu du groupe LP (K, *x) dans le groupe x, suivant la 
formule x = (x X x). 


Lemme 4. Chaque caractère continu @ du groupe LP (K, x) dans 


groupe x est engendré par une certaine chaîne x' € L'-P (W”, D), sui- 
vant la formule ox = (x X x). 

Les trois premiers lemmes ne nécessitent pas de nouvelle démons- 
tration. Démontrons le quatrième. 

Considérons le sous-groupe LP (|t? |, x) du groupe LP (K, x): 
il est évidemment isomorphe au groupe x. L'homomorphisme , 


restreint à LP (| €? |, x) est donc un homomorphisme du groupe *x 
sur lui-même. Mais chaque tel homomorphisme, conformément au 
Supplément du chapitre 1, est engendré par un nombre entier ;, 


suivant la formule œ (œt}) — ka pour tout « € x. 


Considérons la chaîne entière 24 == >) kitÿ ?. Pour chaque ‘chaîne 
zx = Dajt}, nous avons 


(ze X z) = 21 Kia. M Pxt) = 2 ka; = 
« J 
= 2 p(œiti) = 2 ati — Pre 


i. e. le résultat voulu. Le lemme est démontré. 

Au contraire, il suffit de démontrerla première partie de la pro- 
position 6 pour le groupe *x. En effet, si cette assertion pour %x est 
déjà démontrée et z? est un cycle du compact ®, non homologue à 
zéro dans ® pour %;, alors 13? sera, en vertu de la remarque à la 
page 45, un cycle non homologue à zéro dans © pour x; il est donc 
enlacé, d’après notre hypothèse, avec un cycle entier. 

Ainsi, démontrons pour le groupe *x la première assertion de la 
proposition 6. Le principe de la démonstration reste le même. 

Soit 


zP — {z%, 25, ..., zh, . . .} E ZP (®, x) 


notre cycle. Considérons un voisinage O0® du compact ® constitué de 


cubes d’un certain W., et tel que OO contient tous les cycles zf, 
à partir d’un certain numéro nr, et ces cycles n’y sont pas homologues 
à zéro, mais sont homologues entre eux. 


Nous allons chercher dans R*X K, X = ]|2% | U © un cycle 
entier, enlacé avec le cycle 2 ; il sera alors enlacé avec tous les cycles 
z} pour k > n, i. e. avec le cycle z2?. 

Indiquons la construction du cycle enlacé. Le cycle z, n'est pas 
homologue à zéro par hypothèse, i.e. z5 € HP (K, x). D'après le 
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théorème 4’ du Supplément au chapitre 1, un caractère identique- 
ment nul sur le groupe HP (K, x) peut être étendu au groupe LP (K, %) 


tout entier de manière à être non nul sur z£. Désignons ce caractère 
par œ. Le raisonnement répète ensuite celui de la page 176 mot à mot. 


$ 5. Théorèmes de Hopf 


1. Enoncé du théorème de Hopf. Le principal but de ce para- 
graphe est l'exposé d’une démonstration élémentaire du théorème 
de Hopf sur les applications essentielles *) d’un polyèdre de dimen- 
sion n sur un simplexe fermé de dimension n, sous la forme homologi- 
que (« A-forme ») que lui avait conféré son auteur. 

Désignons par Q, Q, des simplexes de dimension nr de l'espace 
R",_par Q, Q» leurs adhérences; par Sr-1 = Q K Q, Sn-1 — 
= Qx Qo leurs frontières (des sphères). Nous supposerons que le 
simplexe @, est à l'intérieur du simplexe Q et lui est homothétique 
par une homothétie dont le centre o est le centre commun des deux 
simplexes. Avec ces notations, il s'agira du théorème suivant. 


Théorème 13. Soit @ une application essentielle du polyèdre 
X — À de dimension n sur le simplexe Q. Supposons donné un sous- 
complere K, = K tel que le polyèdre © = K, contient un voisinage 
de l'ensemble ®-1S"-! et en même temps gD Q X Qo. Il existe alors 


dans le complexe K un cycle z" mod ÆX,, modulo un certain m, dont 
l'image par l'application q recouvre le point o avec degré y = 0. 


Remarque. Un théorème analogue pour les groupes de 
coefficients À, et x est également valable. 


Théorème 13’. Soit qo une application essentielle du polyèdre X = 
— À sur le simplexe Q. Soit K, = K un complexe tel que le polyèdre 
® = À, contient un voisinage de l'ensemble p1Sn-l et en même temps 
gD = Q X @,. Le complexe K possède alors des cycles z7 mod K, et 
z, mod K°, pour les groupes de coefficients À, el x respectivement dont 
les images par l'application q recouvrent le point o avec les degrés y, Æ 0 
et Yx Æ 0. 


Nous montrerons maintenant sans difficulté que le théorème 13° 
+st une conséquence du théorème 13. 

Supposons en effet que À comporte un cycle relatif z" mod X,;, 
modulo un certain entier m > 2, et que l’image de ce cycle par l’ap- 
plication œ recouvre le point o avec degré y 0. Considérons le 


*) [AP], chapitre 3, p. 224. 
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monomorphisme 1") : 7, — $, du groupe 7,, dans le groupe ;, 
défini au chapitre 1, p. 35. En vertu de la remarque (chapitre 2, 
p. 146) concernant les degrés y, y, respectifs des cycles 2" et rm) 7° 
par l’application @ au pointoona 
To = ÿ. 

Mais, par hypothèse, y == 0 et rl") est injectif, on a donc également 
Y1 S 0. Le cycle relativement au groupe , est ainsi trouvé. D'une 
manière analogue le cycle «10 2° recouvrira le point o avec un degré 
non nul ÿx = ty, = 1) y, où Lt: Ni —> x est le monomorphisme 
paturel du groupe %, dans *. 

Le théorème 13 a été démontré en 1930 par Hopf dans une lettre 
à P. Alexandrov, publiée dans le « Matematitcheski Sbornik » 
(v. 37, p. 53 et sq.). Sous une forme améliorée, la démonstration a été 
reprise par Hopf dans son livre T'opologie 4, 1935, écrit conjointe- 
ment avec P. Alexandrov. C’est cette démonstration classique, remar- 
quable par la force et la clarté de l’idée géométrique sur laquelle elle 
se fonde, qui sera exposée ici (avec seulement quelques modifica- 
tions d'ordre rédactionnel). 


2. Réduction du théorème 13 au « théorème d'extension des ap- 
plications ». Posons le problème suivant. 

Problème d'extension des applications. Supposons donnés une trian- 
gulation K” du polyèdre X et un sous-complexe fermé Æ, de cette 
triangulation ; soit f une application du polyèdre X, dans Q NX o. 
I] s’agit d'étendre l’application f à tout le polyèdre X dans Q X 0 
(application F). 

On a le 


Théorème 14. Pour que le problème d'extension énoncé ci-dessus posse- 
de une solution (i.e. pour que l'application F existe), il est nécessaire et 
suffisant que la condition suivante de Kronecker-Hopf soit satisfaite : 
pour chaque cycle :7-1! (modulo m, pour tout m > 2), situé dans K, 
et homologue à zéro dans K, on a la relation 


0 (fz" "1, 0) = 0. 
La nécessité de la condition de Kronecker-Hopf pour la résolubi- 
lité du problème est évidente: si l’application F du polyèdre X 


dans Q X o existe, alors il existe une chaîne y" — Fz" située dans 
Q NX oet dont le cycle fz7-! est la frontière ; mais alors 


0 (fz7"1, o) = (y” X 0) = 0. 


La suffisance de la condition de Kronecker-Hopf est par contre 
un important fait géométrique, difficile à démontrer. La démonstra- 
tion sera effectuée en plusieurs étapes et occupera la plus grande 
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partie du présent paragraphe. Mais avant d'en aborder l'exposé, 
montrons qu'ayant démontré le théorème 14, nous aurons alors 
démontré le théorème 13, i.e. résolu notre problème principal. Sup- 
posons donc le théorème 14 démontré. 

Pour la démonstration du théorème 13, supposons le contraire, 
i.e. que sous les hypothèses du théorème 13 le cycle relatif z", dont 
l'existence est affirmée par le théorème, n'existe pas. Prenons un 
cycle quelconque z"-! du complexe X, (modulo un certain m), homo- 
logue à zéro dans X”. Soit x" une chaîne ayant le cycle z7-! pour 
frontière. D'après notre hypothèse, le degré d’application de la 
chaîne x” sur Q au point oest nul ; mais ce degré est égal à o (fz"”!, o) 
et par conséquent la condition de Kronecker-Hopf est satisfaite pour 
la restriction de l’application f à X,, de sorte qu'il existe une appli- 
cation } du polyèdre À dans Q X o, qui coïncide avec l’application 
f sur K,, et à plus forte raison sur f-!S. Mais l’existence d’une telle 
application contredit l'hypothèse d’essentialité de l’application f. 
Le théorème 13 est démontré. Il reste donc à démontrer le théorème 
14 (plus précisément, que la condition de Kronecker-Hopf est suffi- 
sante pour résoudre le problème d'extension). 


3. Réduction du théorème 14 au théorème 15. Introduisons dans 
Q un « système de coordonnées polaires à pôle au point o », à savoir, 
faisons correspondre à chaque point y € Q, en qualité de « coordon- 
nées polaires », sa distance r du point o et le point œ d’intersection 
de la demi-droite oy avec la sphère Sr-!. Alors l'application f du 
polyèdre À, dans Q est donnée sous forme de fonctions r = r (x) 


et p — (x), définies pour tout x € K,, les valeurs de la fonction 
r (z) étant des nombres positifs, tandis que œ est une application du 
polyèdre À dans S"-!. Le problème d'extension de l'application f à 
tout le polyèdre À équivaut à la réunion de deux problèmes analo- 
gues pour les fonctions r (x) et æ (x). Le premier de ces problèmes se 
résout par une simple application du théorème de Brouwer-Urysohn. 
En ce qui concerne le second, en supposant la sphère Sr-! orientée *), 
remarquons avant tout que o (/z""!, 0) n’est autre que le degré de 
l'application @ du cycle z"-! dans Sr-!, Par conséquent, la suffisance 
de la condition de Kronecker-Hopf pour que l'application q du 
polyèdre X, dans S"-! s'étende à tout le polyèdre dans Sr-1, est 
précisément l'assertion suivante. 


Théorème 15. Supposons donnés: un polyèdre K de dimension LA 
un sous-complexe fermé K, = K et une application @ du polyèdre K, 


*) L'orientation de la sphère. Sn-1 est définie par celle du. simplexe ©. 
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dans S"-l, qui envoie tout cycle z"-} de dimension n — 1 (modulo 
m > 2 quelconque) du complere K, dans S"-1 avec un degré nul *). 
A lors l'application q du polyèdre K, peut être étendue à tout le polyèdre 
K dans la sphère Sr-1. 

Ainsi, pour démontrer le théorème 13, il suffit de démontrer le 
théorème 15. Commençons cette démonstration par une série de 
lemmes élémentaires. 


&. Lemmes élémentaires. 


Lemme 1. Une application f de la frontière S"-} d'un simplexe Q 
dans le compact Y peut être étendue à tout le simplexe fermé Q qu'on 
applique dans Y, si et seulement si l'application f de l'ensemble S"-1 
dans Ÿ est homotope à l'application constante. 


Démonstration. Désignons par zx un point variable de 
la sphère S-!, par z,, le barycentre du simplexe @, et par xs, où 


0< 60<1, le point qui divise le segment 2T, dans le rapport 6: (1—6). 
Si l'application f peut être prolongée à une application F de tout 
le simplexe Q dans Y, posons 


(1) f (&, 6) = F (te). 


Il est évident que j (zx, 6) est une homotopie qui joint f à l'applica- 
tion f, faisant correspondre le point y, = F (x;) à tous les points de 
la sphère Sr”! 

Réciproquement, si une telle homotopie existe, on obtient l’ex- 
tension de l'application j à une application F de tout le simplexe 
Q dans Y en lisant l'égalité (1) de droite à gauche. Le lemme 1 est 
démontré. 


Lemme 2. Soient f, et f1 deux applications du compact X dans 
la sphère S". Supposons qu’il existe dans S”" un sous-ensemble ouvert 
non vide T qui vérifie la propriété suivante: pour chaque point y€T 
les ensemblesfs y et f;1y sont identiques. Les applications f, et f, sont 
alors homotopes entre elles. 


Démonstration. A l'aide d'une projection stéréographi- 
que, nous pouvons identifier la sphère S” avec l'espace euclidien 
R" auquel a été ajouté un point à l'infini u € T. Posons À = friu = 
— frlu. Pour chaque point x € À NX 4, désignons par j (x, 6) le 

a 
point qui divise le segment f, (x) f, (x) dans le rapport 6: (1 — 6) 
(comme toujours, 0 < 6 < 1). Ceci nous donne en particulier, pour 
tous les zEfs1(T) X À, 
f (x, 8) = fo (x) = f1 (2). 


*) Autrement dit : le cycle (véritable) pz"-1 est homologue à zéro dans Sn-1. 


$ 5) THÉORPMES DE HOPF 191 


Par conséquent, en posant pour les points x € À 
f(x, 6) = fo (x) = fi (x) quel que soit 6, 
nous obtenons l’homotopie désirée f (x, 8) qui joint f, (x) et jf, (x). 


Lemme 3. Pour n > 2 supposons donnés: l'application f, dela 
sphère X de dimension n dans une sphère Y de même dimension et un 
point yo € Y. Il existe alors une application f, de X dans Y, homotope 
à f, et telle que l'ensemble À, = f;'y, est entièrement contenu dans un 
simplexe sphérique Q", l'image f, (Q") étant un sous-ensemble propre 
de la sphère Y. 

Démonstration. Puisque toute application d'un polyèdre 
dans un autre est homotope à une application simpliciale, on peut 
supposer dès le début, sans perte de généralité, que jf, est une appli- 
cation simpliciale d’une triangulation X, de la sphère X dans une 
triangulation K, de la sphère Y. Nous pouvons ensuite admettre que 
le point y, est situé à l’intérieur d’un simplexe de dimension nr 
du complexe K5, l’ensemble À, = f5'yo étant donc fini. Choisissons 
un point v € Ÿ, également situé à l’intérieur d'un simplexe de dimen- 
sion nr du complexe K,; l’ensemble f5'v est également fini. Envisa- 
geons les sphères X et Ÿ comme des espaces euclidiens X” et Y” 
munis de points à l'infini u et v, et 

u € X X (F5 Yo U fo'v). 


Choisissons enfin un simplexe T € X’ de dimension r tel que 
Te Y. 
Supposons que le point x, € À, n’est pas situé dans 7. On peut 
—+ 
alors choisir un point x’ de 7 tel que le segment z,z’ n’a aucun point 
commun avec f> lv (ici nous faisons appel à l'hypothèse n > 2). Le 
—> 
segment x,z” peut être inclus dans l’intérieur d’un certain simplexe 
T,c X' \X fsiv de dimension r» tel que 
Ter, 
en outre, on peut choisir 7; de telle manière qu'aucun point de l’en- 
semble À, ne soit contenu sur la frontière de T;. Définissons l'appli- 
cation /, de X dans Ÿ de la manière suivante : aux points z € X X T; 
posons f,z = ft; ensuite, f,z' = y, et enfin, sur chaque segment 
—> — 

z'z, ES où S = T,;, X Tr, définissons f, comme l’application 
re mie REG , : 
linéaire du segment z’x sur le segment y,f, (x) Ÿ” (ce dernier 
pe se réduit pas à un seul point, car pour zE S on a par construction 
fo (x) Æ Yo). Puisque f, et f, ne diffèrent qu'à l’intérieur du simplexe 
T; et puisque f,T1 et 17, sont des ensembles fermés bornés de Y”, 
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l’ensemble PF = Y X (foTs U f1T,) satisfait aux hypothèses du 
lemme 2, et les applications f, et f. sont homotopes en vertu de ce 
lemme. Mais le nombre de points de l’ensemble fini fi'y, situés en 
dehors de 7 est égal au nombre de points de l’ensemble /5'y, situés 
en dehors de 7', moins un point. Par conséquent, en reprenant notre 
construction un nombre fini de fois, nous obtiendrons une applica- 
tion f,, homotope à l'application f, et telle que l’ensemble f;'y, = 
= À, tout entier est à l’intérieur de 7. Alors l’image du simplexe T 
par l'application f, reste à l’intérieur de Y”, formant donc un sous- 
ensemble propre de la sphère Y. Le lemme 3 est ainsi démontré. 


9. Le cas particulier K” — [Q"]. Passons à la démonstration du 
théorème 15. Occupons-nous d’abord de son cas particulier où X7 — 
— [0°] est l’adhérence combinatoire du simplexe Q" *) et X, — 
= [Q9"] X 07". Effectuons la démonstration par récurrence sur n; 
par nos raisonnements nous démontrerons en même temps le théorème 
14 dans ce cas particulier tout aussi bien que le théorème 16 énoncé 
ci-dessous. Ainsi, il s'agira de la démonstration simultanée des 
trois propositions suivantes, dans lesquelles, par comparaison aux 
énoncés des théorèmes 13 et 14, le nombre n a été remplacé par nr + 1, 
par souci de commodité. 


Théorème 140. Soit f une application de la frontière Az du 
simplexe orienté x"*! de dimension n + 1 dans l'ensemble Y"*X 0, 


où Y"*l est un simplexe fermé de dimension n + 1 et o, son barycentre : 
si 


o (fAzr*l, o) = 0, 
l'application peut être étendue au simplexe z"*1 jout entier. 


Théorème 150. Chaque application de degré zéro de la frontière 


Az" d'un simplezxe orienté x"*\ dans la sphère S" peut être étendue au 
simplexe fermé entier x"*! dans S”. 


Théorème 16". Soit f une application de degré zéro de la sphère 
S" dans la sphère Z" (de dimension n). L'application f est alors homo- 
tope à l'application constante **). 


La démonstration de ces trois théorèmes se ramène à celle.des 
quatre assertions suivantes: 
a) les théorèmes 169 et 16! sont vérifiés; 


b) le théorème 16" implique le théorème 15°; 


*) J.e. le complexe consistant de ce simplaxe et de toutes ses faces. 
**) Nous voyons que dans les cas particuliers 14, et 15, des théorèmes 14 
et 15 (ainsi que dans le théorème 16) on prend en guise de groupe de coefficients 
seulement le groupe 7. .. ni 


6 5] THEORÈMES DE HOPF 193 


c) Le théorème 15, implique le théorème 14°; 

d) Le théorème 14, implique le théorème 16"*!, 

Démonstration de l’assertion a). Puisque 
l'application d’une sphère orientée de dimension nulle S° = e, —e, 
dans une sphère orientée de dimension nulle 2° = €, — e, est de 
degré zéro seulement si les deux sommets e, et e, ont pour image un 
même sommet (e, ou &), le théorème 16° est trivialement vérifié. 

Le théorème 16! exprime un fait élémentaire qui se rapporte aux 
applications d’un cercle dans un autre. On peut trouver une démons- 
tration détaillée, par exemple, dans [TC], chap. 2, [2 : 51]. 


Pour que notre exposé soit complet, nous donnerons ici une esquisse de la 
démonstration dont les détails seront facilement retrouvés par le lecteur. 

Soient S et © deux copies du cercle de rayon unité, situé dans le plan R:, 
muni d’un système de coordonnées polaires relativement auxquelles les équations 
des cercles sont r = 1. Fixons une application continue x : À —+ Z de la droite R 
dans le cercle ©, faisant orespondre au nombre x € R le point du cercle S 
à coordonnée polaire zx, et envisageons l'application discontinue : S —+ [0, 2x) 
qui fait correspondre à chaque point du cercle S son angle polaire, choisi entre 0 
et 27. 

Considérons, d'une part, l'ensemble C = C (S, Z) de toutes les applications 


continues f: $ —+ Z de métrique p (f;, f+) — Sup p (f17, fx) induite du plan R° 
et, d’autre part, l’ensemble C* de toutes les fonctions continues f* : [0, 2x] —+ R 
qui vérifient les conditions 


f* (2x) — f* (0) = 2kx, k entier; 
0 < f° (0) < 2x 

de métrique p (f*, g*) = sup p (f*zx, g*x). 

s'avère que l'application f* + xf*p est une bijection continue de C* 
sur C dans les deux sens (relativement aux métriques indiquées). En effet, pour 
f* EC* nous avons xf*p € C, et sn: = ag* implique f* = g*. Montrons 
qu'à chaque fonction f: S + Z de correspond une fonction f* telle que 
nf“ = f. Pour définir f*, posons f*a = la + 2kx pour tout æœEI0, 2x]. 
en choisissant le nombre entier 4 — k (œ) de façon que la fonction construite 
soit continue. Si l’on requiert en plus que # (0) = 0, la fonction f* sera bien 
déterminée et l’on aura nf*p = f. 

La description géométrique de la construction effectuée est la suivante: en 
faisant parcourir le cercle S par le point &, on envisage & comme l'angle polaire 
du point « et l’on observe le mouvement correspondant du point fa sur le cercleS. 
Le degré de l'application j sera égal à la différence n — m, où le nombre n est égal 
au nombre de fois que le point f& a parcouru le cercle Z dans le sens positif 
(celui des angles Éolaires croissants) et 7, dans le sens négatif. Le able des 
variations de l'angle polaire du point f& sera alors le graphe de la fonction f*. 

Ainsi, l'application f* — f est effectivement bijective et, comme on voit 
facilement, continue dans les deux sens. 

Revenons à la démonstration du théorème 161. Soit f: S + Z une applica- 
tion quelconque de degré zéro. D'après la remarque ci-dessus, on a alors f*{2x) — 
— j* (0) — 0. Considérons la famille de fonctions f 8— f* (0) + (1 — 0) x 
X (f* — f* (0)), qui dépend de manière continue du paramètre 8, 0 < 8 < 1. 
On vérifie facilement que toutes ces fonctions appartiennent à C*, que f# = f* 
et que la fonction f* est constante. Alors, les fonctions correspondantes 
fe:$ — ©? forment une famille qui dépend continüment de N, en outre fo = f, 
et f,: S — f (0) est une application constante. Autrement dit, fg est l’homotopie 
cherchée entre l’application f et l’application constante }.. 


13—0139 
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La démonstration de l’assertion b) est contenue dans le lemme 1 
(voir n° 4 ci-dessus). 

La démonstration de l’assertion (c) a été donnée au n° 3. 

Démontrons l’assertion d). Supposons donnée l'application f de 
degré zéro de la sphère S”*! dans la sphère Z"*1, n > 1. Il s’agit de 
démontrer que cette application est homotope à l’application cons- 
tante. Il suffit de démontrer qu’elle est homotope à une applica- 
tion f, de la sphère S”*! dans la sphère Z"*! qui vérifie f, (S”*!) Æ 
ze Z7*1, j.e. que f, (S”*!) ne contient pas un certain point o € S"*1. 

Puisque nr + 1 > 2, nous pouvons appliquer le lemme 3 et sup- 
poser dès le début l’existence d’un point o € Z”*}, tel que f-!'o est 
contenu à l’intérieur d’un certain simplexe fermé z"* S'"*! de 
dimension nr + 1, dont l’image est un sous-ensemble propre de la 
sphère Z"*!. Considérons un point v E Z”"*1 X fr"*l et envisageons 
Z"*1 comme espace euclidien R"*! = Z"*1 X y de dimension pn, 
auquel on a adjoint le point à l’infini v. Puisque le degré de l’ap- 
plication f est égal à zéro, toute approximation simpliciale suffi- 
samment bonne de l'application f recouvre le point o avec une multi- 
plicité nulle ; mais puisque toute l’image inverse f-lo du point o est 
à l’intérieur de x”"*?, le point o est recouvert avec la même multipli- 
cité nulle par l’image du simplexe r”*?. Donc l’application du sim- 
plexe orienté z"*! dans un simplexe Y"*'€ R"*1, suffisamment grand 
et contenant le point o et l’ensemble fr"*!, est de degré zéro au point 
o. Et cela signifie que o (fAx"*!, o) = 0et donc, en vertu du théorème 
14%, que l’on suppose déjà démontré, l'application f de la frontière 
Az" du simplexe z"*! dans Ÿ*! X o peut être étendue au simplexe 
fermé z"*! tout entier dans Y"*! X o (application f,). Posant li 
—= f partout dans S"*! X z°*l, nous obtenons ainsi l'application f, 
de toute la sphère S”*! dans Z"*!X o, pour laquelle y € T — 
= Di KC(fatl LU fiz"*t) implique fiy = fly. Par conséquent, 
les applications f et f, sont homotopes en vertu du lemme 2; puisque 
fS"4 = EX o, l'assertion d) et avec elle les trois théorèmes 
145, 155, 16" sont démontrés pour tous les n. 


6. Réduction du théorème 15 au Grand lemme. Abordons la dé- 
monsStration du théorème 15 dans le cas général. Dans son énoncé 
donné au n° 3, remplaçons à nouveau n par n + 1. On a ainsi: un 
polyèdre X”** de dimension r + 1, un sous-complexe X, de la 
triangulation X”*! du polyèdre K"*! et l’application / du polyèdre 
K, dans la frontière Ay"*! = S" du simplexe y"*! (de dimension 
n + 1) qui vérifie la condition: 

(A) Chaque cycle z” de dimension nr (modulo m > 2 quelconque) 
du complexe X,, homologue à zéro dans K”*!, est appliqué sur 
S" avec un degré nul. 
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__ Dans ces conditions, il faut étendre l'application f au polvèdre 
K”*1 tout entier qui s'applique dans S”. 

Puisque chaque application du polyèdre À, dans S” est homotope 
à une certaine application simpliciale, on peut, en vertu du lemme 
du champignon (voir par exemple Appendice) *), supposer des le 
début que f est une application simpliciale et choisir les notations de 
manière à ce que j soit une application simpliciale de la triangulation 
Ko (qui est un sous-complexe de la triangulation X"*! du polyèdre 
K"*?). Le prolongement nécessaire de l’application f à une applica- 
tion F de tout le polyèdre X7*! sera effectué par étapes : 

Première étape : extension de l'application f au polyèdre A, LU 
U K®°1, où X”°! est un sous-complexe du complexe X”*! qui con- 
siste de tous les simplexes de X”*! de dimension < nr — 1. 

Deuxième étape : extension de l'application obtenue à tout le 
polyèdre X, |} X” (où Æ” consiste de tous les simplexes de dimen- 
sion < n), qui satisfait à la condition: 

(B) La frontière Af"*! de chaque simplexe orienté de dimension 
n + 1 du complexe X"*! est appliquée dans S” avec degré nul. 

Troisième (et dernière) étape: prolongement de l'application 
obtenue à une application du polyèdre £"*! dans S". 

Pour réaliser la première étape, il suffit de faire correspondre à 
chaque sommet du complexe X”*! non contenu dans le complexe 
K,, un sommet quelconque du simplexe y"*! et prendre l'application 
simpliciale du complexe K”"-! dans la frontière [Ay”"*!] du simplexe 
y"*!, engendrée par l'application des sommets. 

En remplaçant maintenant K, par K, U K"-! et désignant à 
nouveau le complexe obtenu par X,, nous voyons que la deuxième 
étape sera réalisée si l’on démontre la proposition suivante. 


Grand lemme. Supposons données: une triangulation K"*1 de 
dimension n + 1, une triangulation K, = K”*! qui contient tous Les 
simpleres de dimension < n — 1 du complexe K”*! et l'application 
simpliciale f du complexe K, dans la frontière Ay"*! = S" du simplere 
y"*", qui satisfait à la condition (A). L'application f peut alors être 
prolongée à une application F du polyèdre K, |} K" dans S" qui satis- 
fait à la condition (B). 


La démonstration de ce lemme constitue la plus grande partie 
de deux numéros suivants de notre exposé. Maintenant, en supposant 
qu'il est démontré, effectuons la troisième et dernière étape de la 


Ph, #9 ee ss, e 


13% 
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démonstration du théorème 15. Mais il suffit pour cela d'appliquer 


le théorème 154, démontré au n° 5, à chaque simplexe de dimension 
n + 1 du complexe K”*!. 
Ainsi, il ne reste qu’à démontrer le Grand lemme. 


7. Partie algébrique de la démonstration du Grand lemme. Sup- 
posons vérifiées toutes les hypothèses du Grand lemme. Parmi les 
simplexes de dimension z du complexe S” (i.e. parmi les faces de 
dimension » du simplexe y"*?}), choisissons un simplexe et désignons-le 
par Y”. Puisque f est une application simpliciale du complexe K, 
dans le complexe S”, une chaïne fr" du complexe S” correspond à 
Chaque chaîne entière x" de dimension nr du complexe Æ,; le coeffi- 
cient avec lequel la chaîne fr" figure dans le simplexe y" (une orienta- 
tion choisie une fois pour toutes du simplexe Ÿ”) sera désigné par 
‘x (x”). Le nombre entier 4 (x") est évidemment le degré de l’applica- 
tion ÿ de la chaîne x" en un point quelconque du simplexe y". Il 
est tout aussi évident que y (z") est un caractère entier *) du groupe 
Li = L'(K,, 1). Mais le groupe L? est un sous-groupe du groupe 
L' = L'(K"*}, D). Un autre sous-groupe du groupe L” est H" — 
— H"(K”*1, D). Posons le problème suivant : prolonger le caractère 
y du groupe Lr à un tel caractère du groupe L” qui applique tous 
les éléments du groupe A” dans l'élément nul. Nous affirmons : dans 
les hypothèses du Grand lemme nous pouvons toujours résoudre ce 
problème. En effet, pour cela, d’après le théorème 3 du Supplément 
au présent chapitre la condition suivante est suffisante (et néces- 
saire) : 

(C) Quelle que soit la chaîne u" € L? de la forme u* = mzx' + zx", 
oùm>2,zx EL",x"EH",ona 

x (u”) = 0 (mod m). 


Démontrons que cette condition est satisfaite. 
En effet, u" — mr’ + x” € LS implique tu" = 1,z° et (puis- 
que zx” € H”) 
D NL, are LCR TD): 


Par conséquent t,u" = t,z” est un cycle modulo m et (puisque 
z”= O0 dans K7*t) ce cycle est homologue à zéro dans X7*! (pour 
son groupe de coefficients 7). Par conséquent, d’après l’hypothèse 
du Grand lemme et compte tenu de la dimension du complexe S”, 


Î (Tmu” = 0, 
Tm Qu”) = 0. 


*) Rappelons que l’on appelle caractère entier (resp. caractère modulo m) 
d'un groupe commutatif donné G l'application homomorphe du groupe G dans 
le groupe des entiers Z (resp. dans le groupe J,,). Voir le Supplément à la fin de 
ce chapitre. 


).e. 
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Par conséquent, chaque coefficient de la forme linéaire entière 
fu" E L' (S", I), et en particulier le coefficient auprès de y”. est 
divisible par m, i. e. la condition (B) est vérifiée. 


8. Partie géométrique de la démonstration du Grand lemme. Ainsi, 
nous avons construit un caractère entier x du groupe L” qui possède 
les propriétés suivantes : 

a) pour chaque chaîne entière x" de dimension # (en particulier 
pour chaque simplexe orienté de dimension n) du complexe À, le 
degré de l'application de fr" dans Y” est égal à + (x); 

b) pour chaque frontière Af%*! où | {"*t | € A°*1, on a 4 (Af"“*!)— 


Il faut maintenant prolonger l'application f définie sur Æ, 
à une application F du polyèdre X, |[J A" qui vérifie : 

(D) Chaque simplexe z° du complexe K”" est appliqué par F avec 
degré x (r”) aux points de Y”. 

Si un tel prolongement sera trouvé, alors le Grand lemme sera 
entièrement démontré : en effet, le degré de l'application de chaque 
chaîne zx" du complexe Æ”" par F sera également y (1°), à l’intérieur 
de Ÿ” ; en particulier, si x” est un cycle, le degré de l’application F 
dans tous les points intérieurs de Ÿ” est évidemment le degré avec 
lequel le cycle x” s'applique dans la sphère S” ; puisque pour chaque 
cycle z°, homologue à zéro dans X”*! nous avions # (x*) = 0. alors 
chaque tel cycle, en particulier chaque cycle de la forme At"! est 
appliqué par F sur S” avec un degré nul, i.e. l'application F est 
précisément l'application qu'il faut construire pour démontrer le 
Grand lemme. 

Ainsi, il ne reste qu'à prolonger l’ application f du polyèdre #, 
dans une application du polyèdre À, | À” qui satisfait à la condi- 
tion (D). 

Si l’on désigne par X® le sous-complexe du complexe A" con- 
sistant de tous les simplexes de dimension nr qui n’appartiennent pas 
à X,, et de toutes les faces de ces simplexes, tandis que A”! désigne 
(comme toujours) le complexe consistant de tous les simplexes de 
dimension < x — 1 du complexe Æ%, l'existence du prolongement 
cherché s'obtient de la proposition suivante, qui termine la démons- 
tration du Grand lemme, et donc des théorèmes 15, 14, 13. 


9. Dernier lemme. Supposons données: une triangulation K? 
et une application simpliciale f du complere Kï-! dans S" ; soit 4 un 
caractère entier du groupe L” (K%, I). L'application f peut alors être 
prolongée dans une application F du polyèdre K? dans S”, telle que 
dans les points d'une face orientée y" de dimension n du simplere } "*! 
(qui a pour frontière la sphère S") l'application de chaque simplere 
orienté (” du complexe KŸ soit de degré y (t”). 
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Démonstration du dernier lemme. Prenons à 
l’intérieur de chaque simplexe | # | € XŸ des simplexes de dimen- 
sion 7, à distance positive l'un de l’autre (appelons-les petits sim- 
pleres) au nombre de | y(t{) |. Désignons par Il; lefpolyèdre obtenu en 
éliminant du simplexe | #5 | les petits simplexes (ouverts) qu’il 
contient. Appliquons chaque petit simplexe de | #? | par une appli- 
cation affine de même signe que # (#4) sur le simplexe Y”. Il reste 
à prolonger l’application des petits simplexes aux polyèdres Il, de 
sorte que sur la frontière de chaque # le prolongement coïncide avec 
l'application f qui v est donnée, et de sorte que les points intérieurs 
des polyèdres Il; ne s'appliquent pas à l’intérieur du simplexe Y”. 
Remarquons pour cela que la frontière de chaque simplexe t#?, aussi 
bien que les frontières des petits simplexes sont appliquées dans un 
polyèdre Æ obtenu de S” en ôtant le simplexe ouvert Y”. Puisque 
le polyèdre E est évidemment homéomorphe à un simplexe fermé de 
dimension n, le prolongement nécessaire existe d'après une simple 
application du théorème de Brouwer-Urysohn. 

Ainsi, nous avons entièrement résolu les problèmes posés dans 
ce paragraphe. Pour conclure ce paragraphe, et tout le chapitre, 
nous donnerons la 


10. Démonstration du théorème de classification de Hopf. 


Théorème 17. Soient f, et f, deux applications du polyèdre K de 
dimension < n dans une sphère orientée S" de dimension n. Pour que 
ces applications soient homotopes entre elles, il faut et il suffit que pour 
chague entier m > 2 les applications f, et f, possèdent le même degré sur 
tout le cycle z" de dimension n (modulo m) du complexe K. 


Puisque f,z" — f,z" dans S” si et seulement si z° est appliqué 
par f, et /. avec le même degré, nous pouvons énoncer le théorème 
de classification de la manière suivante. 


Les applications f, et ÿ, du polyèdre K de dimension < n dans la 
sphère S" sont homotopes entre elles si et seulement si, pour chaque 
cycle z" de dimension n du polyèdre K (modulo m > 2 quelconque) les 
cycles f,z" et f,z" sont homologues dans S" (ou : lorsque f, et f, engen- 
drent, pour tout m, un même homomorphisme du groupe A" (K, I,) 
dans AS", In)). 


Le théorème est évident si la dimension du polyèdre X est infé- 
rieure à #, car alors toute application de X dans S” est homotope 
à l'application constante et le groupe A" (X, 7) est nul. On peut 


donc se limiter à la considération du cas dim Æ = n. La nécessité de 
la condition contenue dans le théorème de Hopf a déjà été démontrée 
au paragraphe 8 du chapitre 2. Il reste à démontrer sa suffisance. 
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Ainsi, soient f, et f, deux applications du polyèdre À” de dimen- 
sion nr dans S”, qui envoient chaque cycle z" de dimension n (modu- 
lo m, où m > 2 est quelconque) de la triangulation A7 avec un même 
degré YoZ = Y12" — y. Considérons le produit topologique IT = 
= K" x I du polyèdre K" par le segment fermé I — (0LO< 1] 


et considérons le polyèdre @* = X° |) £?, où K" (resp. K°) consiste 
de tous les points de la forme (x, 0) (resp. (x, 4) du polyèdre II, 
KY% étant envisagé dans la triangulation X° (resp. X*) qui est natu- 
rellement isomorphe à la triangulation K°. Construire une homotopie 
entre les applications f, et f, c'est prolonger au polyèdre I l’appli- 


cation f du polyèdre Q* dans S”, définie par 
Î (x, 0) = Îo (x), Î (x, 1) = ji (x). 


Il faut montrer pour cela que la condition donnée par le théorème 15 
du n° 2 (qui affirme l'existence d’un tel prolongement) est satisfaite, 
i.e. que chaque cycle z* de dimension x du complexe Q® = Æ% U AŸ 
{groupe de coefficients 7,,), homologue à zéro dans II, est appliqué 
par f avec un degré nul. Mais le cycle Z% s'écrit évidemment sous 
la forme 


(1) z4 de LA — 21 


où z, et z, sont les morceaux du cycle z°, situés dans XS (resp. dans 
K*), ces morceaux étant des cycles car £° N À? = A. L’isomorphis- 
me naturel existant entre ÆŸ et K° d'une part et K” de l’autre fait 
correspondre aux cycles z, et z, les cycles z’ et z de K”. Désignons 
ensuite par z le cycle du complexe X° qui correspond, par l’isomor- 
phisme naturel, au cycle z du complexe ÆX” (au cycle z, du complexe 
K”). Puisque z, — z, dans II, on a 


(2) ze Z% — Z, dans Il, 
tandis que par hypothèse, z% — 0 dans II, doncon a 
(3) Z, — Z9 — Ô dans II. 


Mais la projection du polyèdre II dans XŸ qui fait correspondre à 
chaque point de la forme (x, 8)E II le point (x, 0), transforme 
l’homologie (3) en 


Z, — Z9— 0 dans XT. 


Mais puisque la dimension de Æ°,, ainsi que des cycles z et &, est égale 
à n, on a l'identité 


et par conséquent 
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Les cycles z, et z, sont appliqués par f avec le même degré que celui 
des applications f, et /, pour le cycle z, et ces derniers degrés sont 
les mêmes par hypothèse. Le cycle 2% — z, — z, est donc appliqué 
par f avec un degré nul. Mais le cycle z était un cycle quelconque de 
dimension rx du complexe Q7, homologue à zéro dans II, donc la 
condition du théorème 15 est effectivement remplie ; par conséquent f 
peut être prolongée à IT, i.e. f, et j, sont homotopes entre elles, ce 
qu’il fallait démontrer. 


SUPPLÉMENT AU CHAPITRE TROIS 


1. Nous rassemblons dans ce Supplément quelques théorèmes 
simples qui concernent les homomorphismes d’un groupe abélien 
X à nombre fini de générateurs *) dans un groupe cyclique fini 
(d'ordre m > 2) ou infini (d'ordre zéro), qui sera désigné par 7, 
m = 0, 2, 3, ... Les homomorphismes dont il s’agit seront appelés 
caractères du groupe donné ZX, à savoir, comme nous l'avons indiqué 
ci-dessus : tout homomorphisme du groupe abélien donné X dans 
le groupe des nombres entiers Z = 7, sera appelé caractère entier du 
groupe À ; l'homomorphisme du groupe X dans le groupe Z,, des résidus 
modulo m > 2 sera appelé caractère modulo m. Lorsqu'il s'agira de 
caractères tout court, nous sous-entendrons l'un quelconque des 
groupes Zn, m > 2 ou m = 0. 

2. Commençons par quelques remarques. Si le groupe X est la 
somme directe de ses sous-groupes X, et X,, alors chaque caractère 
o du groupe À détermine un caractère ; du groupe X;,è = 1,2; 
c'est le même caractère @, mais restreint au sous-groupe X; = X. 

Réciproquement, chaque couple de caractères : ®, du groupe X, 


et op, du groupe X. détermine un caractère q du groupe X suivant la 
formule 


p (z) = Pa (xs) + Pe (2) pour = + re, mEX:, 26 Àe. 


d'où l’on déduit facilement que le groupe des caractères du groupe X 
est la somme directe des caractères des groupes X, et X.. 

3. Supposons que À = J,, est un groupe cyclique (fini ou infini} 
à générateur 2,. Considérons les caractères du groupe X relativement 
à un des groupes J,, k — 0, 2, 3, . .. Si f est un caractère du groupe 
X et f (ro) = Eo, alors mE, = f (mz,) = 0. Réciproquement, si &, 
est un élément quelconque du groupe Z, qui satisfait à la condition 


(1) mêo — 0, 


*) Seules des connaissances élémentaires concernant les groupes abéliens 
sont nécessaires pour lire ce Supplément ; une liste est donnée au chapitre 1, et 
l'on peut les revoir avec démonstrations détaillées dans [TC], Supplément 1. 
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nous posons 
f (axo) = ab, 


pour tout entier a. Cette égalité détermine une fonction ÿ sur X à 
valeurs dans Z, (puisque ax, = a’xz,, pour a, a’ entiers, implique 
— a’ mod m *)et, par conséquent, aë, — a’Eo). 

Ainsi, chaque caractère X — J,, k — 0, 2, 3, ... d'un groupe 
cyclique X = J,, fini ou infini peut être obtenu en faisant correspon- 
dre à l'élément générateur x, de ce groupe un élément quelconque 
(du groupe JZ,) vérifiant la condition (1); en plus, si l'on fait cor- 
respondre l'élément zx, à des éléments distincts du groupe J,, qui 
satisfont à la condition (1), nous obtiendrons toujours des caractères 
distincts du groupe X. 

Ce résultat, réuni aux remarques faites au n° 2, permet de définir 
immédiatement le groupe de caractères pour un groupe commutatif 
quelconque à nombre de générateurs fini. 

4. Nous nous occuperons maintenant, jusqu'à la fin de ce Sup- 
plément, de l'extension d'un caractère défini sur un certain sous- 
groupe À du groupe À, à un caractère du groupe À tout entier. 

Partout dans la suite de ce numéro X désignera un groupe abélien 
libre de rang n (i.e. une somme directe de » copies du groupe cycli- 
que infini) et nous n envisagerons que les caractères entiers. 

Sous ces hypothèses, nous avons d'abord le 


Théorème 1. Si le sous-groupe À est un terme de la décomposition 
directe de X (i.e. si l’on peut trouver un sous-groupe B du groupe X tel 
que X = À + B), alors chaque caractère f du groupe À peut être pro- 
longé à un caractère F du groupe À. 

En effet, soit x un élément quelconque du groupe X : 

L — Ty + Los x1 € À, Zoe € B. 

En posant 

F (x) FE Î (ci); 


nous obtenons évidemment un caractère du groupe X, qui coïncide. 
sur À avec le caractère donné du groupe À. 

Puisque pour chaque sous-groupe À, fermé par division, du grou- 
pe X, ce dernier est une somme directe X = À + B (voir $ 4 du 
chapitre 1), on peut déduire des faits démontrés le 


Corollaire. Chaque caractère d'un sous-groupe À fermé par division. 
du groupe X peut être prolongé au groupe X. 


A peine plus difficile est le 


*) Les groupes cycliques infinis sont par définition de degre zero. 
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Théorème 2. Soit À un sous-groupe quelconque du groupe X. 
Ze caractère f du groupe À peut être prolongé à un caractère F du 
groupe X si et seulement si on a la condition suivante: 

1°. Si x est un élément quelconque du groupe X, m, un entier 
>2 et m=a€ A, alors f(a)=0 (mod m). 


Démonstration. La nécessité de la condition est évidente : 
si le prolongement F du caractère f existe, alors f(a) — F (mx) — 
=mF(xz) =0 (mod mn). 

Démontrons la suffisance. Supposons que les éléments 


Lio cos Try Tps ces Tn 


du groupe X forment une base canonique de ce groupe relati- 
vement au sous-groupe À À. Cela signifie que l’on peut trouver 
des entiers naturels 6,4, ..., 6, tels que les éléments 6,14, ...,0,z, 
soient contenus dans À et forment une base du groupe À, tandis que 


Li; ss Tr 


forment une base de l'adhérence par division À du sous-groupe À 
dans X. En vertu de Ja condition 1° on a f(@;r;) —06;,a;, où les 
&; Sont des entiers. Posons 


F(z;) = pour i=1,2,...,r 
et, pour chaque z= dcr, € À, 


F (x) = DNTCTE 


Ainsi, le caractère f a été prolongé au groupe À. Le prolongement 
au groupe À s'effectue alors à l'aide du corollaire du théorème 1. 
Le résultat suivant est important pour le $ 5 du chapitre 3. 


Théorème 3. Soient À et B des sous-groupes du groupe X, ei 
soit f un caractère de A. Il s'agit de prolonger f en un caractère 
F du groupe X qui annule tous les éléments du sous-groupe B. La 
condition suivante est nécessaire et suffisante pour qu'un tel prolon- 
gement exisle : 

2°. SizxzCX, yCB et m>2 est un entier tel que 

mr+y=a€À, 
alors 
f(a)=0 (mod m). 


Démonstration. La nécessité de la condition est évi- 
dente : si le prolongement cherché existe, on a f (a) = mF (x). 

Démontrons la suffisance. Supposons la condition 2° vérifiée. 
Montrons d’abord que pour tout a € À f\ B nous avons j (a) = 0. 
En effet, prenons un entier quelconque m > 2. Alors, pour x = 0 
æt y = a€B, nous avons a = mx + y € À, et donc d'après la con- 
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dition 2° 
f (a) = 0 (mod mn). 
Ceci étant vrai pour tout m > 2, on a f (a) = (. 


Considérons maintenant le sous-groupe 4° X, qui consiste de 
tous les éléments x € X de la forme 


(2) z—a+b, a£€A, bEB. 


Si un des éléments x € X possède deux représentations de la forme 
(2), à savoir 

z=a<+b—=a + b", 
alors 

a’ —a=b—-bt €tAfNB 


et, comme nous venons de le voir, f (a — a) — 0. D'où nous voyons 

qu’en posant, pour chaque élément x € A” donné sous la forme (2), 
Fo (x) = f (a). 

nous obtiendrons un caractère univoquement défini du groupe À” 

(i.e. ne dépendant pas du choix de la représentation (2)). Ainsi, le 

caractère f a été prolongé au groupe 4’. D'après la définition même 

du caractère F,, nous avons pour tous les éléments y EB= À" lare- 


lation 
Fo (y) = F (0) = 0. 


Il reste à étendre le caractère F', au groupe X. Il suffit pour cela 
de vérifier que le caractère F, satisfait à la condition 1° du théorème 
2 (où l’on remplace le groupe À par le groupe 4” et le caractère f par 
le caractère F,). Soit x € X, mx € A’ pour un certain m > 2. Alors 
mr =a<+b,a€tA,beB et donc a — mx — b, de sorte que l’on 
aura d’après la condition 2°, f (a) = 0 (mod m). Mais pour a € À on 
a F, (a) = f (a), et la condition 1° est donc vérifiée pour F,. Le théo- 
rème 3 est ainsi démontré. 

5. Ce numéro est exclusivement consacré aux caractères des grou- 
pes abéliens finis modulo m > 2. Le théorème 4 qui suit est employé 
pour démontrer la proposition 1,, de ce chapitre (p. 176). 


Théorème 4. Soient X un groupe abélien fini, et m, un nombre 
entier fixe, m > 2. Supposons que l'ordre de chaque élément du groupe 
ZX est un diviseur du nombre m. Soient À un sous-groupe quelconque du 
groupe X et f, un caractère (modulo m) du groupe A. On peut alors 
prolonger f en un caractère F du groupe X (modulo m). 


Démonstration. Nous démontrerons d'abord le théo- 
rème 4 dans le cas particulier où X est un groupe cyclique fini d’or- 
dre u. D’après l'hypothèse du théorème 4, l’ordre de l'élément géné- 
rateur x, du groupe X, égal à , est un diviseur du nombre m, de sorte 
que m = cu pour centier. Le sous-groupe À du groupe X est un groupe 
<yclique engendré par un certain élément ax, € X, où a est un diviseur 
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du nombre u (et donc du nombre m). Alors le nombre f (ax,), étant 
un élément du groupe Z,,, s'écrit sous la forme 

1 (axzo) = tm (b). où b est un entier. 
Puisque l'ordre de l’élément az, est u et se divise par a, alors 


(3) Lb=0 (mod m) 
ub . . H { « 
et donc my est un nombre entier. Mais -—=—, Où, comme nous 
PR , ; b 4° b 
l'avons indiqué, c est entier. Nous venons de voir que —_ =—— 


: b x à 
est entier, alors — le sera à plus forte raison. 


On déduit de (3) que ut» (=) — 0 et, d’après le n° 3, nous obte- 
nons un Caractère g du groupe X en posant 


£ (To) = tm (+) . 


Puisque g (axo)=tm (b), les caractères f et g coïncident sur À, 
de sorte que le théorème 4 est démontré dans le cas particulier d’un 
groupe cyclique. 

Passons au cas général d’un groupe fini quelconque X. Il est 
évident qu'il suffit, sous l'hypothèse que À est un sous-groupe 
propre du groupe X, de prolonger le caractère f à un certain sous- 
groupe 4” = À contenant À comme sous-groupe propre; alors, par 
un nombre fini d'itérations, nous en viendrons au groupe X. 

Ainsi, soit z, un élément du groupe X non contenu dans À. 
Désignons par À, le groupe cyclique engendré par l’élément x,, et 
par 4”, le sous-groupe du groupe À qui consiste de tous les éléments 
de la forme a + y,où a Aet yE X,. D’après le cas particulier du 
théorème 4 déjà démontré, nous pouvons prolonger le caractère f, 
restreint au sous-groupe À f] X, du groupe cyclique X,, en un 
caractère g du groupe X,4. Mais ceci nous donne un prolongement du 
caractère f au groupe À’: pour 


(4) a'=a+yeA", a€A,yE X,, 
il suffit de poser 
(5) F (a) = f (a) + g (y) 


pour déterminer la valeur du caractère F sur chaque élément a’ € À’. 
En effet, la définition (5) donne un résultat bien déterminé, car 


a'—a+y—=&4+yn DEA, y E Xo, 
implique 
a—u=yn —yEANÀX, 
et donc f(a—a;)=g(y—uy:), f(a)—f(a)=g(yi)—8g(%) et f(a)+ 
+g(y)=f(a)+g(y:), ce qu'il fallait démontrer. 


CHAPITRE QUATRE 


INTRODUCTION À LA THÉORIE HOMOLOGIQUE 
DE LA DIMENSION DES COMPACTS 


Remarques préliminaires: fondement intuitif de la théorie. La 
théorie homologique de la dimension fut une étape nouvelle, sans 
doute la plus importante, dans la « géométrisation » de la théorie 
de la dimension. Le premier pas dans cette direction fut la démons- 
tration des théorèmes sur les e-déplacements et les e-(ultérieurement 
les w-)applications. Le pas suivant dans le même sens fut le théorème 
des applications essentielles, dont le théorème des cloisons est une 
conséquence. 

La définition homologique de la dimension et la subordination 
de la dimension classique dim X à cette définition résultent d’une 
nouvelle approche intuitive de la notion de dimension, pour le 
développement de laquelle les concepts de cycle et d’homologie sont 
nécessaires. 

En quoi consiste donc cette nouvelle approche? 

Revenons à la définition initiale de la dimension, donnée par 
Brouwer en 1913, i.e. essentiellement à celle de la dimension Ind X : 
si la dimension de X est égale à n, il existe alors dans l'espace X 
deux ensembles disjoints fermés ®, et ®. que l’on ne peut séparer 
l’un de l’autre par aucune «cloison » de dimension <n — 1, 
tandis que deux ensembles disjoints quelconques ®, et ©, peuvent 
être séparés par une cloison de dimension < x — {. Soient &4 € 
€ ®,, a € ®.. Le couple de points a, et a. peut être considéré comme 
un cycle z° de dimension nulle dans l’espace X. 

Le fait que l’on ne peut séparer ces deux points par aucune cloi- 
son B de dimension << nr — 1 signifie que le cycle de dimension nulle 
qu'ils forment est non seulement homologue à zéro dans À, mais 
reste homologue à zéro dans À X B, quel que soit l’ensemble fermé 
B « X de dimension << n — 1 qui ne contient pas les points a, et a. 
D'autre part. pour chaque cycle de dimension nulle z° dans À on 
peut trouver un tel ensemble fermé B de dimension < n — 1, situé 
en dehors du cycle z? et tel que le cycle z° n’est plus homologue 
à zéro dans À NX B. 

Nous dirons plus brièvement que l'espace À possède une homo- 
logie de dimension r, s’il existe dans À un cycle z° de dimension r, 
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homologue à zéro dans X ; nous dirons que cette homologie de dimen- 
sion r est détruite ou décomposée par un ensemble fermé B, si le 
cycle z° est situé en dehors de cet ensemble (i.e. sur un certain 
ensemble fermé F  X X B), mais n'est pas homologue à zéro dans 
X NB (i.e. dans aucun ensemble fermé DE X X B). 

Ainsi, la définition de la dimension due à Brouwer peut être (au 
moins dans le cas des compacts) énoncée de la maniere suivante. 

L'ensemble vide est, par définition, de dimension —1 ; supposons 
que l’on a défini les compacts de dimension < r — 1. Alors le 
compact À est de dimension x si chaque homologie de dimension 
nulle de À peut être décomposée par un certain ensemble fermé de 
dimension < x — 1, et À possède une homologie de dimension nulle 
qui ne peut être décomposée par aucun ensemble fermé © = X de 
dimension << nr — 1. 

Il faut ici remarquer le rôle spécial que joue dans cette définition 
la dimension nulle. Par conséquent. dès les débuts de la théorie homo- 
logique de la dimension, l'hypothèse suivante apparut naturelle- 
ment. 

Dans un compact de dimension n il existe, pour chaque entier r, 
0O<r<n— 1, une homologie de dimension r qui ne peut être dé- 
composée par aucun ensemble fermé de dimension <n —r— 1; 
en même temps, toute homologie de dimension r dans un compact de 
dimension n est décomposée par un certain ensemble fermé de dimen- 
sion Sn —r— fÂ. 

Cette hypothèse, que j'avais formulée déjà en 1932, fut démon- 
trée d’une manière satisfaisante d’abord par E. Skliarenko [1] en 
4966: la démonstration de B. Kaufmann (1936; série d’articles 
[1]-[5)) est trop difficile à comprendre, tandis que K. Sitnikov, qui 
possédait une démonstration dans les années 50, ne l'a publiée 
qu'en 1972. C’est aussi en 1972, spécialement pour le présent ouvrage, 
que R. Froum-Ketkov proposa sa propre variante de la démonstra- 
tion. Dans ce chapitre, nous donnons une démonstration qui suit. 
essentiellement les constructions de R. Froum-Ketkov. 

Le cas particulier r — nr — 1 (qui, avec r = 0, est évidemment 
le cas!principal) nous amène à la définition de la dimension homolo- 
gique et à l’énoncé du premier théorème fondamental. En effet, 
avant d'envisager la décomposition des homologies de telle ou telle 
dimension dans l’espace donné, il est naturel de poser la question 
suivante : quelles sont les homologies, susceptibles à être décompo- 
sées, qui existent dans l’espace donné? Cette question nous amène 
directement à une nouvelle définition de la dimension : la dimension 
du compact donné X est le plus grand nombre n tel que le compact X 
possède une homologie de dimension #7 — 1 qui peut être décompo- 
sée *), i.e. tel que X possède un cycle 2"! de dimension nr — 1, qui 


*) Par un ensemble fermé EC X. 
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est homologue à zéro dans X et en même temps n’est pas homologue 
à zéro Sur un certain ensemble fermé F = X qui contient ce cy- 
cle *) (fig. 22). 

Le premier théorème fondamental de la théorie homologique de 
la dimension est justement l’assertion selon laquelle, pour une com- 
préhension appropriée des mots « cycles » et « homologie », la défini- 
tion de la dimension homologique que nous venons de formuler est 
équivalente à la dimension dim ZX. 
A savoir, dans le cas des com- 
pacts, nous entendons par cycles 
et homologies «appropriés» les 
cycles et les homologies à coeffi- 
cients variables ou, ce qui revient 
au même, les cycles et les homo- 
logies pour le groupe de coeffi- 
cients À. 

La démonstration de cette asser- 
tion, dans le cas le plus général, 
i.e. pour les bicompacts, est expo- 
sée au $ Î{ du présent chapitre; Fig. 22 

: : £. 
essentiellement, nous reproduisons 
la démonstration donnée dans mon 
article [4], qui s'appuie seulement sur le théorème de Hopf, 


démontré au $ 5 du chapitre précédent, et sur le théorème des appli- 
cations essentielles ([AP], chapitre 4, p. 265). 

Au $ 2, le théorème démontré est appliqué aux cas des compacts. 

Dans les paragraphes suivants de ce chapitre, pour l'étude des 
compacts de dimension finie, nous les envisageons comme étant 
des sous-ensembles bornés fermés de l’espace euclidien. Le principal 
théorème, démontré ici, est celui des obstructions ($ 4). Il s'appuie 
sur les lemmes d'existence des cycles enlacés ($ 4 du chapitre pré- 
cédent). 

Après l'exposé du théorème des obstructions, il serait naturel 
de passer ensuite aux remarquables résultats de K. Sitnikov con- 
cernant les « sacs » et « ceintures », qui sont des spécifications pro- 
fondes du théorème des obstructions et se rapportent aux meilleurs 
résultats géométriques, non seulement de la théorie de la dimension, 
mais aussi de toute la topologie géométrique. Malheureusement, 
ces résultats nécessitent des notions plus délicates de la topologie 
combinatoire (ayant trait à la théorie des intersections et à l’homo- 
morphisme inverse de Hopf), notions qui sont restées en dehors du 
cadre de notre livre. Nous exposerons par conséquent ces résultats 
dans un supplément à ce chapitre, en faisant appel, sans démonstra- 


*) E= XX00,j où OO est un voisinage de l’ensemble ® qui décompose 
l'homologie donnée. 
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tions, à certains théorèmes de la topologie combinatoire que le 
lecteur peut trouver dans le livre TC et les articles de S. Lefschetz 
11), [2] et de M. Glezerman-L. Pontriaguine {1]. 

Au $ 6, nous exposons les résultats ultérieurs de la théorie homo- 
logique élémentaire de la dimension des compacts. En particulier, 
nous étudions la notion de « composante dimensionnelle » (voir AP, 
chapitre 5. p. 352) et la notion de « variété cantorienne spéciale de 
dimension p» («continuums VP»). En guise de conclusion, nous 
tachons de dresser un bilan et envisager certaines perspectives du 
développement des théories exposées. 

Le $ 7 contient les exemples de L. Pontriaguine, qui se rappor- 
tent aux produits topologiques de deux compacts. 


$ 1. Premier théorème fondamental de la théorie 
de la dimension homologique dans son énoncé 
élémentaire (pour les bicompacts quelconques) 


1. Enoncé du théorème. Dans ce paragraphe nous entendons par 
recouvrement un recouvrement ouvert fini d'un bicompact donné X. 
Le nerf du recouvrement © sera désigné par | w |. Si ® © X, alors 
| Po | désigne le sous-complexe du nerf | w | qui consiste de tous 
les simplexes dont tous les sommets correspondent à des éléments 
du recouvrement « qui ont des points communs avec l’ensemble ®. 
Par dimension de l’espace X, nous entendons toujours la dimension 
dim X, définie à l’aide des recouvrements. 

Nous allons démontrer le 


Premier théorème fondamental (théorème 1). Si le bicompact 
X est de dimension finie dim X = nr > 0, il existe un ensemble fermé 
O = X et un recouvrement « de l’espace X tels que pour chaque recou- 
zrement w’ inscrit dans w on a: 

(a) Le nerf | w’ | possède un cycle relatif z5. mod | Do’ | de dimen- 
sion n, dont la projection *) sur le nerf | w | n'est pas homologue à 
zéro sur le complexe | & |, mod | Do |. 


*) Si le recouvrement «’ est inscrit dans &, alors. en faisant correspondre 
à chaque élément du recouvrement w’ un élément du recouvrement w qui le 


contient, on obtient une application naturelle (ou projection) PE ©’ —+ © qui 
nduit une application! simpliciale np : | &’ | — | w | des nerfs des recouvre- 
ments, que l’on appelle également projection. Des projections distinctes üS”, 
re sont combinatoirement proches et induisent donc un même homomorphisme 


nr AT (| w’ | mod | Do’ |) —+ Ar(| © | mod | Dow |) des groupes d’'homologie. 
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(b) Le sous-complere | Dow’ | du nerf | w” | possède un cycle 2. 
homologue à zéro dans | w” |, dont la projection &%° 2-1 dans le nerf 
| © | qui est un cycle de | Do | est non homologue à zéro dans | Do]. 

Les cycles peuvent alors être choisis soit modulo m = m (w') 
où m' est un nombre qui dépend de w’, soit pour les groupes de coeffi- 
cients R1 ou x. 

Enfin : 


(c) Pour r > n et pour tout recouvrement w de l'espace X, il existe 
un recouvrement w’ (de l'espace X), inscrit dans w, tel que pour tout 
ensemble fermé O = X et pour tout groupe de coefficients chaque cycle 
relatif zh de dimension r dans | ©” | mod | Do” | et chaque cycle 
26" de dimension r — 1 dans | Dow’ |, homologue à zéro dans | w” |, 
sont nuls. 


2. Remarques préliminaires et notations. L’assertion (c) est évi- 
dente : il suffit de prendre en guise de w” un recouvrement quelconque 
de multiplicité 7 + 1 inscrit dans w. 

Commençons la démonstration des assertions (a) et (b) par quel- 
ques remarques préliminaires. Nous désignons toujours par X un 
bicompact de dimension nr; si l’on se donne son recouvrement w, 
alors ©’ > w désignera toujours un recouvrement correct (i.e. con- 
sistant d’ensembles ouverts de type F4) de multiplicité r + 1 du 
bicompact X, inscrit dans le recouvrement w. Les éléments des 


recouvrements w et w’ seront désignés respectivement par O, et O;, 
sl 2 use 71 | 


Désignons par Q un simplexe fermé de dimension », choisi une 
fois pour toutes, de barycentre o, d'intérieur ©, situé dans un espace 
euclidien À” de dimension n, qui est à son tour situé dans un certain 
R?"*1 choisi une fois pour toutes. Par simplexe « plus petit » Qo, 
@1, etc., nous entendons toujours un simplexe de dimension n, 
situé à l’intérieur de Q et lui homothétique par une homothétie dont 
le centre est le barycentre commun o des simplexes Q et @,. 

Soit o une application continue du bicompact XÀ dans le simplexe 
Q et soit © — {0,, ..., O,} un recouvrement de. multiplicité 
n + 4 du bicompact X. Si l’on se donne un e >> 0, on désigne par 
| © | le nerf du recouvrement « réalisé de la manière suivante sous 
forme de triangulation située dans R°*?. Pour chaque i = 1, 2, ... 
..., S prenons un point p; € O;, et ayant choisi un ensemble fermé 
D <= X, nous prendrons toujours le point p;, pour tous les O; qui 
coupent ®, de sorte que p; € O; f\ D. Les sommets e,, ..., e, du 
nerf | w | sont choisis dans R*"*' en position générale, de manière 
à avoir p (e;, qp:) Le (pour i = 1, 2, ..., s). La réalisation du 


nerf | © | qui vérifie ces conditions sera appelée (p, e)-réalisation 
canonique. 


DE DAS 
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En faisant correspondre à chaque sommet e; le point qp;, nous 


obtenons une application simpliciale .g® *) du nerf | w | dans Q, 
qui sera appelée e-déplacement canonique (du complexe | © |). 

Si le recouvrement w est correct, nous désignerons par p,, l’appli- 
catian a du bicompact X dans l’espace sous-jacent au 
nerf | © |. 


3. Lemmes. 


Lemme 1. Supposons donnés l'application ®: X—Q et le nombre 
e>>0. Il existe alors un recouvrement © —{0;, ...,O0,} du bicom- 


pact À tel que pour g' <<, pour chaque (®, e')-réalisation cano- 


nique du nerf |@]| et pour le e'-déplacement g°: lo|—Q canonique 
correspondant, l'application 


f= 806 Lo: X—Q, pour &w >, 


satisfait à l'inégalité p(px, fr) Le, quel que soit xE X. En outre, 
pour chaque simplexe |t,|€|w|, on a diam £®|tol<< 2e’ (et donc pour 


chaque |tw|El|w’| on a diam g°80 [és| << 2e). 


Démonstration. Choisissons les ensembles ouverts V,,...,V, 


de l'espace R” de sorte qu'ils recouvrent le simplexe Q et soient 
de diamètres <e’. Posons U}, — @"1V, pour h— 1,2, ...,v et choi- 
sissons un recouvrement @—4{0;,...,0,} de multiplicité n+1 
du bicompact X, inscrit dans le recouvrement {U,, ..., U,}. Il est 
clair que diam p0, <e' pour chaque i— 1, 2, ...,s. Ensuite, pour 
deux sommets quelconques e;,, e, du simplexe |t,|E€|æ|, on a ge, — 
= pi, g°ex = pr, tandis que 0, A0; À et donc p (pps, PPa) < 
< 28’. Par conséquent aussi diam g®|1,|< 28". 

Soit w’>o. Supposons que le nerf |w| possède une réalisation 
canonique sur les sommets ee, ...,e,, tandis que le nerf [w | sur 
les sommets ei, ...,e; (les deux réalisations se rapportant à l’ap- 
plication @ et au nombre &’). Prenons un point quelconque xE€ X ; 
supposons qu'il est contenu dans les éléments O;,, ... » Okr du 
recouvrement &@ et dans eux seulement. Posons ei, = ge D ER 


À =0,...,r;: alors 


LozEler ... er, [Elo |, &o les ... er, |—|es ... el, 
de sorte Es OS HoTElEm ... |. Ensuite z€0;, = O4, pour 
À —0,1,. r et diam POi, LE”. Donc 


_____ P és PP1,) < diam POi, Le’, p (pr, e,) << 2e” 


*) L’a +) L'application g® est une application simpliciale de la triangulation 
| © | dans le complexe X; (défini au chapitre 2, 8 10, p. 145), où T = R?. Par 
conséquent, l’image g® | w | du complexe | w | est un complexe de Brouwer 

de dimension n de l'espace R?. 
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pour À=0,...,r, donc |e;, ... e,| = O (px, 28”). Puisque DÈ Lorz E 
Elei --. ei, |, On à p(pz, DS Lot) << 2e’, et donc 

p (pr, 8°66 Hurt) L'BE'<Ee. 
La première assertion du lemme 1 est démontrée. La deuxième 
découle du fait que [#,|—|e, ... e,|€[w[| implique g°|4|= 
—|®po .-.. pp-| et le diamètre du simplexe g®|t,| n'est pas plus 
grand que la plus grande distance entre ses sommets, qui à son 
tour n'est pas plus grande que le plus grand des nombres 
diam (pOi, U POu.): À, À =0,1,...,r, i.e. n'est pas plus grande 
que 2e”. 

Le lemme 1 est démontré. 


Lemme 2. Soit pp: À + Q une application essentielle. Alors, 
pour tout simplere Q,€ Q plus petit, il existe un recouvrement © = 
= {0,, ..., O,} du bicompact X et un e >> 0 tels que pour des choix 
quelconques de e° <> de w” >> w, d’une (@, e’)-réalisation canonique 


de nerf | © | et du De 0 canonique MI APONCERE g: | @ |—- 
—Q, l'application simpliciale 


Ÿ = 066 : | ©” |—+ Q 
recouvre essentiellement le simplexe Qo (i. e. l'application 1 du polyèdre 
710, sur Q, est essentielle). 
Démonstration. Dans [AP], page 266, nous avons la 


proposition suivante (« supplément au lemme »). Si l’on se donne 


une application essentielle o: X —+ Q et un simplexe fermé Q,c Q 
de dimension », il existe alors un e => 0 tel que toute application 
continue f: À —+ Q qui diffère de @ par moins que €, recouvre essen- 
tiellement le simplexe Q,. 

Choisissons un tel e pour notre ; alors, en vertu du lemme 1, 
il existe un tel recouvrement « du bicompact À que pour chaque 


©" > ©, chaque e° <> et chaque e’-déplacement canonique 
g: | © | — Q nous avons l'inégalité 
p (px, g°00 Lw/Z) <e pour tout x € X. 


Par conséquent, l'application f: g°@0 lu: X —> Q recouvre essen- 
tiellement Q,. Montrons que dans ce cas l'application simpliciale 
d = 66 : | ©’ |—> Q recouvre essentiellement @,. Mais ce fait 
est tout à fait général : si l'application u: X —+ Q recouvre essen- 
tiellement @,, alors l'application p: uX —+ Q recouvre essentielle- 
ment @,. En effet dans le cas contraire on aurait pu trouver une 

14% 
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application 4°: wŸ! Oo —+ So dans la frontière S, du simplexe 
@o, qui coïncide sur #”!S, avec l'application Ÿ. Alors, comme on 
vérifie facilement, l'application vu: (bu)-1Q, — Q aurait été 
une application dans S$, qui coïncide avec vu sur (pu)"!S,, ce qui est 
en contradiction avec l’essentialité de 11u. Le lemme 2 est démontré. 


4. Démonstration de l’assertion (a) du théorème 1. D'après le 
théorème des applications essentielles ([AP], p. 265) chaque compact 
de dimension x possède une application essentielle sur un simplexe 
fermé Q de dimension nr; désignons cette application par @. En con- 
servant les notations des lemmes, nous supposons toujours que le 
simplexe Q est situé dans l’espace R° de dimension », plongé à son 
tour dans R*“*1. Prenons des simplexes plus petits Q,. € Q, Qc @, 
Q@:€ Q,. Posons ® = p-! (Q X Q,) = X. Admettons que le nombre 
e du lemme 1 est inférieur à la moitié de la distance entre chaque 
petit simplexe et le complément (dans R°") du plus grand. Choisissons 
e’ <3 et construisons pour l'application : À —+ Qet ce nombre &, 
suivant le lemme 1, le recouvrement w = {0,, ..., O,} de multipli- 
cité n + 1 du bicompact X. Désignons par | w | la (@, e’)-réalisation 
canonique du nerf du recouvrement «. Prenons w” > w et dési- 


gnons par | w” | le nerf du recouvrement w”, réalisé sous forme d'une 
triangulation dans R°”"*1. 


Avant d'aller plus loin, remarquons que l'application fÿ = 
= g0096 Uwr: X —+ Q vérifie la relation 
(1) fS0 — O, 
dans le cas contraire on aurait pu trouver un point € X, pour 
lequel fx € So, pr € Qi et donc p (fx, Pro) >> 28, tandis quep (fr, pr) Le 
pour tous les x£€ X. Déduisons maintenant de (1) les inclusions 
(2) = VS = lo |Np @: [Dole |e'| X #1Q2, 


où, comme précédemment, d—g%8%. Puisque p1$,= ÿ1Q@=Y, 
il faut démontrer, pour la première des inclusions (2), seulement 
que ÿ'#S, = |Do’|. Allons-y. 

Soit yE vd 1S0, i.e. dy —g°6ù yES, Désignons par |ex, ... ex, | 
le support du’point y dans la triangulation |o’|: yEler, ... ek,l€ 
(LC 


Il faut démontrer que chaque On, Ew", À =0,...,r, intersecte 


= 9"! (Q NX @s). Admettons le contraire. Alors pour un certain 
=0,1,...,r, nous avons 


(3) por, Œ Qi. 


11 s’agit de déduire une contradiction de cette inclusion. : 
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Soit GER, — Eh, de sorte que *) 
O0 YE Ou [ko ++ krl Eh +++ Enr. 


En outre, O;, = O0;,. Puisque diam Por, LE <+, (3) implique 
pOr, = O0 (Q:,e") de sorte que ppr, EO(Q,e’) quel que soit À — 
=0,1,...,r et donc 

(4) | PPho +++ PPhr| = O (Qs, 8). 

Mais 

ÿy = 06 yEL°B0 lex ... en, = 8% [en ... Enrl= | PPho + PP |: 


Par conséquent, nous avons, d'après (4), yyE€O(Q:,e’), ce qui est 
en contradiction avec l'inclusion y ES, (car p(Q1, So) > 2e >> 6e"). 
La première des inclusions (2) est démontrée. 

Démontrons la deuxième inclusion de (2). On a 


(5) yEler -.. er. |El Do” |. 
Donc 

Oi,ND+Æ A pour tous les À—0,1,...,r, 
i.e. POr, N(@XQ@:)ZÆA et puisque Qu, = Qny on a à plus forte 
raison 
(6) POr, N(Q NX @:)#Æ A pour À=0,1,...,r. 
Supposons que 
(7) Ÿy € Qù- 
La relation (5) implique 
(8) dy Evlen ... er l=2"00 les ... el 

Œ 8° [en -.. Enr| = | PPho +++ PPhrl. 


Le diamètre du simplexe | ppr, ... pa, | est inférieur à 2e’ <e et 
donc les relations (8) et (7) impliquent |ppn ... Ppar| = O (Q2, 28). 
Mais @pn, EpO», et diam POr, <e’. Donc 


POr, = 0 (Q2, %æ')=O0(Q:, e) pour À =0, 4: dessus 


ce qui est impossible, vu la formule (6). Les inclusions (2) sont 
démontrées. 


Nous aurons besoin également de la formule 
(9) gI|Dol=QXQ. 


*) Le trait horizontal indique qu'il s'agit d'un simplexe fermé. 
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Pour sa démonstration, remarquons que tous les sommets du com- 
plexe g®|@Ow] sont des points de la forme œp;, où p:€0,N®, 
tandis que les simplexes de ce complexe ont des diamètres << 2e’; 


mais p@=Q X @1, donc tous les simplexes du complexe g°|Do| 


sont situés dans un 2e’-voisinage de l'ensemble Q X Qi, i.e. QX Q. 
La formule (9) est démontrée. 


9. Application du théorème de Hopf. Récapitulons: nous avons 
une application essentielle ÿ—g°6&® du polyèdre Y (de dimension 
n) sur le simplexe Q, de dimension n, pour laquelle #1S, est 
contenu dans le polyèdre 


L=|Do} NY = 1 (Qo/Q2)e 

Désignons maintenant par |w’|, une telle subdivision de la 
triangulation |w’| que le polyèdre Y soit l’espace sous-jacent K 
d’un complexe K =]|w’|, et que le polyèdre II,, l'espace sous- 
jacent d’un complexe À, = X. Nous sommes alors dans les hypo- 
thèses du théorème de Hopf (chapitre 3, théorème 13 et 13”), en 
vertu duquel le complexe À possède un cycle relatif z5,, mod X, 
dont l'image par l'application ÿ: Ÿ —@, recouvre le point o avec 
un degré Y—g#z5,.#0. Ce cycle peut alors être choisi soit 
modulo m—m(w’), soit pour les groupes de coefficients R, ou x. 
Pour le déplacement canonique 0:[&w'|;—|w’| on a oK5S|Ow”|, 
etile cycle relatif z%, mod X, est appliqué dans le cycle relatif 
z du complexe |[w’| mod J'Ow’|, tandis que sa frontière z55 = 
— Aziw, en restant tout le temps dans le polyèdre | Du’ | = Q\X@, 
est appliquée dans un cycle z"-t du complexe |®w”’|. Le cycle 

55: subit dans OXQ@> une déformation laissant invariant le 
coefficient d’enlacement o(0, #51) qui coïncide avec le degré 
Y=9gpz2,. avec lequel l’image du cycle z%,, par l'application 
recouvre le point o. Donc, 

ZE = Yu = Y # 0. 


Il est évident que 69 2% = 24 est un cycle relatif du complexe 
| © | mod | Do | et | 
| 8g°zs = 98° 06 24, = 925, = v # 0. 

Par conséquent, le cycle z n’est pas homologue à} zéro dans 
| © | mod | Do |, ce qu'il fallait démontrer. 


6. Démonstration de l'assertion (b) du théorème 1. Conservons 
les mêmes notations. La projection 6% 25: * est un cycle du complexe 
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{ Do |. Montrons qu'il n'est pas homologue à zéro dans | Do |. SUp- 
posons, en effet, que. Hayden" est la frontière d’une chaîne To du 
complexe | Do |. En vertu de la formule (9), la chaîne gore est 
située dans Q X @., de sorte que gg®z5 = 0; pour le cycle y5 — 
= Zù — Zo, On à donc gg®ys — ggtze — y 0, ce qui est évi- 
demment impossible, car chaque cycle de dimension » du simplexe 
@ de dimension n y est homologue à zéro. Le théorème 1 est démontré. 


$ 2. Cas des compacts 


Dans ce cas le théorème 1 implique le 


Théorème 2. Soit X un compact de dimension n. Il existe alors 
un ensemble fermé O = X et un eg >> 0 tels que pour tout Ô > 0 on a: 

a) Il existe sur X un Ô-cycle relatif z$ mod © de dimension n, qui 
n'est pas e-homologue à zéro dans X mod ©. 

(b) ZI existe sur O un G-cycle 28° * de dimension n — 1 qui n'est 
pas e-homologue à zéro dans D, mais qui est même Ô-homologue à zéro 
sur À. 

On peut choisir ces cycles soit modulo m = ms (qui dépend de 6), 
soit pour les groupes R, et x. 

En même temps, on a pourr>œn: 

(c) Pour tout ensemble fermé D & X et tout e > 0, on peut trouver 
un Ô >> 0 tel que chaque G-cycle mod d © de dimension r est e-homologue 
à zéro sur X, tandis que chaque Ôô-cycle 27 de dimension r — 1 de l'en- 
semble ©, e-homologue à zéro sur X, s'avère également e-homologue à 
zéro sur ®, quel que soit le groupe de coefficients. 


Démonstration. Démontrons d’abord l’assertion (c). Sup- 
posons donnés : l’ensemble fermé D = X,e=—0etr > n. Prenons 


ge” <+ et considérons un e'-recouvrement w de multiplicité nr + 1 


du compact X. Soit | w | un nerf du recouvrement « réalisé sur X 
de sorte que les sommets du nerf | w | sont des points appartenant 
aux éléments correspondants du recouvrement w, tandis que les 
sommets qui correspondent aux éléments qui coupent ®, i. e. les 
sommets du nerf | Do |, sont des points du compact ®. Les dia- 
mètres des simplexes du complexe | w | sont alors inférieurs à 2e << 
<< &. Considérons le nombre positif ô si petit que chaque: déplace- 
ment canonique d'un Ô-cycle z4 mod © quelconque (resp. d’un 
&-cycle z5°? de ®,.6-homologue à zéro sur X), par rapport au recouvre- 
ment w, induit une e-homologie entre ce cycle et un certain cycle 
‘du nerf | © |. Mais le complexe | w | de dimension r ne possède aucun 
-<ycle non nul de dimension r > nr et aucun cycle non nul de dimen- 
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sion r — 1 > nr et homologue à zéro, de sorte que l’homologie men- 
tionnée est une e-homologie à zéro ; l’assertion est démontrée. 

Passons à la démonstration de l’assertion (a) du théorème 2. 

Il est donné que dim X = n; choisissons O = X et le recouvre- 
ment «w conformément au théorème 1. 

Prenons & si petit qu'il soit le nombre de Lebesgue du recouvre- 
ment w. Choisissons un nombre ô quelconque, mais plus petit que &. 
Choisissons ensuite un Ô/2-recouvrement w’ de multiplicité r + 1 
inscrit dans w. Le nerf | w” | sera supposé réalisé dans X, de la maniè- 
re indiquée dans la démonstration de l'assertion (c). En vertu du 
théorème 1, nous avons sur | © ” | un cycle z: mod | Do” | (modulo 
un certain m = Mw, où bien pour À, ou %x), la projection SZ 
de ce cycle n'étant pas homologue à zéro dans | w | mod | Do |. 
Mais le cycle z est un Ô-cycle sur À mod ©. 

Supposons que le cycle z- est la frontière d'une e-chaîne z"*! 
de X mod ®. Effectuons sur cette chaîne le déplacement canonique 


oO, associé au recouvrement «. Alors o,2%— 6 z% dans |o | 
(car 025: est une projection du cycle z5: dans | w |) et Ao,,x"*! — 


— Cv2% mod | Do |. On déduit donc que 6,25: — 0, et donc 
&%’z — 0 mod |®w| dans ||, contrairement au fait que le 


«= 


cycle 6%’ n’est pas homologue à zéro sur | w | mod | Do. On 
démontre d'une manière analogue que le ô-cycle 2474 = Az. sur ©, 
qui est ô-homologue à zéro sur X par définition, n’est pas e-homolo- 
gue à zéro sur D. Le théorème 2 est démontre. 


Chaque compact de dimension) finie peut être envisagé comme un ensemble 
fermé borné d’un espace euclidien. Prenant ceci en considération, déduisons 
du théorème 2 la proposition suivante, qui lui est essentiellement équivalente : 


Théorème 2’. Soit X un compact de dimension n situé dans l'espace euclidien R\. 
Existent alors: un ensemble fermé ® = X et des voisinages polyédraux OX et OO 


tels que chaque plus petit voisinage polyédral O'X = OX contient un cycle 
sn mod [0®] de dimension n, modulo un certain m (resp. modulo 1 ou pour x) 
qui n’est pas homologue à zéro dans OX mod [0®]. En plus, chaque voisinage 
0'S=O0ODfN0'X de l'ensemble ® contient un cycle z"-! de dimension nr — 1 
(modulo m, ou modulo 1, ou bien pour x) qui est homologue à zéro dans OX mais 
n'est pas homologue à zéro dans OO. 

Sir > n, alors, quel que soit le groupe de coefficients et quels que soient le 
fermé D © X et Les voisinages OX et OO, il existe des voisinages suffisamment petits 
O'X et O'©®, tels que chaque cycle =" mod [0®] de dimension r situé dans O'X 
sera homologue à zéro dans OX mod [O0®], tandis que chaque cycle 7-1 de O'X 
de dimension r — 1, homologue à zéro dans O’X, sera également homologue à zéro 
dans OO. 


Démonstration. Choisissons eg > 0 conformément au théorème 2 
et &p < + . Désignons par OX (resp. 0®) un voisinage polyédral de l'ensemble X 


(resp. de l’ensemble ©) constitué de tous les simplexes (d'une certaine e,-trian- 
gulation'de l’espace R\) qui possèdent des points communs avec X (resp. avec ®). 
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& 
3 
des ensembles X et © dans R\N. Désignons par 6 le plus petit des nombres 
60 p(X, RVXO’X), p (©, RVXO'©). En vertu du théorème 2, il existe un 
ô-cycle :, mod © dans X qui n'est pas e-homologue; à zéro dans X mod ®, 


dont la frontière au = Azg dans © n'est pas e-homologue à zéro dans ®@. Le 


cycle relatif 24 et le cycle 2 sont respectivement des cycles situés dans O'X 


Choisissons maintenant 6, << — et un ô,-voisinage polyédral O'X (resp. 0'@) 


» 


et dans O0’®. Démontrons qu'ils ne sont pas homologues à zéro dans 
[OX] mod [0O) (resp. dans O0). 

Soit 24 — 0 dans OX mod [0®]. Il existe alors dans OX une chaîne zn+1 
ayant pour frontière mod [0®] la chaîne 24 ; en passant, s’il le faut, à une sub- 


division de la chaîne zn*!, nous pouvons supposer que ses simplexes sont de 
diamètre <e,. Déplaçons maintenant chaque sommet de la chaîne z"*! dans 
le point le plus proche de l’ensemble X, de sorte que les sommets situés dans 0® 
soient appliqués dans des points de l'ensemble @. On obtient alors un e,-dépla- 


cement de la chaîne z"*! qui laisse invariants les sommets de la chaîne :,. 
Ce déplacement applique la chaîne r7*! dans une e-chaîne yn*! du compact X 
qui a pour frontière mod ® la chaîne z$°", ce qui estj en contradiction avec le 
fait que z" n’est pas homologue à zéro dans X mod ®.On démontre d'une manière 
analogue que 28 n'est pas homologue à zéro dans OU©@. 


Démontrons la deuxième moitié du théorème 2’. 

Soit r > n = dim X. Choisissons arbitrairement l’ensemble fermé ® = x 
et les voisinages polyédraux OX et O0. Choisissons un nombre & > 0 si petit 
que O(X, e) = OX et O (®, e) = OC. Supposons que le nombre positif 


Ô < & est si petit que chaque 6-cycle 2% de dimension r du compact X mod @ 
satisfait à l'homologie CA = 0 dans X mod © (un tel ô existe en vertu du théo- 


rème 2). Soit enfin 6 <Z. Choisissons un cycle z" quelconque de 


O (X,6’) mod [O0 (®, 6')] de dimension r. En passant, s’il le faut, à une subdivision 
de la chaîne z7, nous pouvons supposer que tous ses simplexes ont des diamètres 
inférieurs à 6’. En appliquant chaque sommet du cycle Az” dans le point de l’en- 
semble © le plus proche, et chaque sommet de la chaîne z7 dans le point de l’en- 
semble X le plus proche, nous obtiendrons un 6’-déplacement de la 6’-chaîne zr 


dans la 36’-chaîne HR qui est un 36’-cycle de l’ensemble X mod ©. Le prisme 
de ce déplacement est situé à l’intérieur de O (X, 46’) (pour le cycle Az”, à l'in- 
térieur de O (@, 46')), de sorte que :7 — 254 dans O (X, 46°) mod [O (®, 46')]; 
donc (puisque 46’ << 6 < e) on a z7— 236’ dans O (X, e) mod [O (®, e)]. D'après 
le choix du nombre 6’ on a l’homologie 

208. — 0 dans X mod © 


et donc z38° — 0 dans O (X, e) mod ®, et puisque O (X, e)= OX et O (®, e)=0®, 
on aura aussi l’homologie 
ARS 24e — 0 dans OX mod {0®)]. 


Le théorème 2 implique immédiatement le 

Théorème 3. La dimension d'un compact X de dimension finie 
est le plus grand des nombres entiers n qui satisfait à une des deux 
conditions ci-dessous, équivalentes entre elles: 
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a) Il existe dans X un ensemble fermé ® et un cycle relatif z' mod ® 
de dimension n (à coefficients variables, ou bien pour R, ou pour *) 
qui est complètement non homologue à zéro dans À mod ©. 

b) JL existe dans X un ensemble fermé ® qui contient un cycle 27° 
de dimension n — 1 (à coefficients variables, ou bien pour R, ou pour *) 
qui est homologue à zéro dans X mais qui est complètement non homolo- 
gue à zéro dans O. 


Le corollaire 2 du théorème de convergence (chapitre 2, p. 128) 
permet d'entendre par cycles, dans la partie du théorème 3 qui a 
trait aux groupes de coefficients M, et x, les cycles convergents 
(relatifs, respectivement absolus). Nous obtenons ainsi une autre 
* formulation du 


Théorème 3. La dimension d'un compact X est le plus grand nombre 
entier n qui satisfait à une des conditions suivantes, équivalentes entre 
elles: 

(a) IT existe dans X un ensemble fermé ® et un cycle relatif 
z" mod © (convergent) de dimension n, non homologue à zéro dans 
X mod ©. 

(b) Il existe dans X un ensemble fermé © et un cycle z"-! (conver- 
gent) de dimension n — 1 de cet ensemble, non homologue à zéro dans ®, 
mais homologue à zéro dans À. 

Pour groupes de coefficients on peut alors prendre R,, aussi bien 
que *. 


Si l’on se rappelle la démonstration du théorème 1, on voit que 
les cvcles z5: mod | Dow” | et 7! dont l’existence était démontrée 
dans le théorème, étaient choisis de manière que leurs images 14z6- 
et pz%7! par l'application 4 = g°6$ : | &’ |— Q, soient enlacées 
avec le point o, le centre dusimplexe Q,. Pour la démonstration du 
théorème 2, l'étape principale est la construction des cycles z5 mod @ 
et z8 !, dont les images par une certaine application essentielle étaient 
enlacées avec le point o. Ces cycles nous ont permis d'obtenir au 
théorème 3 les cycles convergents z" mod © et z"-!, toujours enlacés 
avec 0. Autrement dit, nous obtenons le théorème suivant. 


Théorème 4. Soit X un compact, dim X =netf: X—Q" son 
.-application essentielle sur le simplexe Q" de dimension n. IT existe alors 
un tel compact D = X et de tels cycles z" mod ® du compact X et z7-1 
du compact © que l’image du cycle z" par l'application f recouvre le 
sentre o du simpleze Q" avec un degré non nul et donc (pour les cycles 
convergents) 0 (z7-!, o) = y 0. 

Ici on peut entendre par cycles soit les cycles à coefficients variables, 
soit les cycles pour un des groupes R,, x, soit les cycles convergents 
pour chacun des groupes À, %. 
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Remarques concernant la définition générale de la dimension 
homologue. Dans mon article [1] j’avais défini (p. 142) la dimension 
de l’espace X pour un groupe de coefficients quelconques À, comme 
le plus grand nombre entier nr pour lequel X contient un ensemble 
fermé ® qui porte un cycle de dimension r — 1 complètement non 
homologue à zéro dans ®, mais homologue à zéro dans À. 

La définition avait été donnée pour un compact À, mais (comme 
il est indiqué dans l’article cité), on la généralise facilement à des 
espaces beaucoup plus généraux, en particulier aux bicompacts (et 
donc aux espaces normaux quelconques). 

Le contenu de cette définition varie suivant la signification du 
mot cycle : si par cycle on entend un cycle véritable quelconque (sans 
exiger sa convergence), nous obtenons une dimension que nous dési- 
gnerons par dy À ; si par cycle on entend un cycle convergent, nous 


obtenons la dimension désignée dÿ X. Les cycles à coefficients varia- 
bles nous amènent de la même manière à une dimension que l’on peut 
désigner par d,X. | 

Mais on peut aussi définir un invariant de dimension, que nous 
désignerons par DyÂX (resp. DYX et D,X), comme le plus grand 
nombre entier r7 pour lequel il existe un fermé ® & X, tel que X 
possède un cycle relatif de dimension nr (resp. convergent, ou à coef- 
ficients variables) mod ® complètement non homologue à zéro sur 
X mod ©. 

Il est évident que l'invariant D$ X peut être défini également 
comme le plus grand entier r pour lequel X possède un sous-ensemble 
fermé F tel que le groupe A (X. mod F) soit non nul. En remplaçant 
dans cette définition le groupe A (X, mod F) par le groupe 
Va (X, mod F), nous obtenons la définition de la dimension coho. 


mologique, à laquelle nous reviendrons au dernier chapitre du pré- 
sent ouvrage. 


Il est évident [que dyX > dj X , DyÂ > DŸX ; nous verrons 
maintenant qu’en outre 
(1) DyX > dyX. 


Avec les définitions du chapitre 6, le théorème 1 du présent 
chapitre peut maintenant être reformulé ainsi : 
Pour chaque bicompact X on a 


dim X —D,X — Dg,X = D,X = d,X = dypX = dx, 
en plus, pour tout groupe de coefficients X, on a les inégalités 
dim X > DyX > DŸX, 
dim X > dyX > dÿ X. 


Le théorème 3 se met alors sous la forme : 
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Pour chaque compact X on a 
dim X =D,X = Dg,X = D$,X = D,X = DOX = 
= d,X = dp,X = dÿ,X = d,X = dOX. 


La formule (1) découle immédiatement du lemme suivant. 


Lemme. Soit (pour un groupe de coefficients Æ quelconque) 
gr 1 = (2771, 277 À, SR 


un cycle de © qui n'y est pas homologue a zéro, mais s'avère 
homologue à zero dans X, et soit x une e,-chaîne de X, de fron- 
tière 251. Alors 


x =(z;, rs ces Th si) 


est un cycle*) de X mod ©, non homologue à zéro dans À mod ©. 


Démonstration (par l'absurde). Soient z'+1 des e;-chaînes 
de X, ej—>0, dont les frontières dans X mod © sont les 
chaînes 2°: 

Azx£ti — Th — ÿh 
où y; est contenu dans ©. Puisque 
0= AAzr+i = Axr—Ayr, 


on a zf-1=Ar—Ay;, ji.e. zF-1 = 0 sur ®, contrairement à nos 
hypothèses. 

D'autre part, le corollaire 2 du théorème de convergence implique 
que pour tout compact X et un groupe de coefficients A, choisi parmi 
les groupes R, R1, X, Im (m = 2, 3,...)},ona 


DyX = DE X, dyÂ = dy À. 

Enfin, au $ 6 de ce chapitre, pour ces mêmes groupes de coeffi- 
cients, nous démontrerons la formule (déjà démontrée pour *x et MR.) 
dy > Dyx 

qui implique, d’après ce que nous venons de dire, le 


Théorème 5. Supposons que le groupe de coefficients est un des 
groupes R, À, X, Îm, où m — 2, 3, ... Alors pour tout compact X 
on a les égalités 


DyX = DEX = dyX = dÿxX. 


*) Convergent si le cycle z7-! l'était, et complètement non homologue à zéro 
si tel était le cycle z7"1. 
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$ 3. Théorème d’addition et quelques conséquences 


1. Remarques préliminaires: opération de décomposition d’un 
cycle. Supposons que le compact ® est la réunion de deux compacts 
®" et o et que © possède un cycle véritable ARCS CO OR 
-.., 27, + --). Soit, pour chaque k, x, le morceau du cycle 2e 
situé sur ®’ , i. e. la chaîne de dimension p que l’on obtient en 
prenant dans z? seulement ceux des simplexes qui possèdent au 
moins un sommet commun avec ®’. Alors la « chaîne véritable » 


z' = (x, 2, ..., x, ...) est le morceau du cycle véritable 
situé dans ®’ et a pour frontière 
UP” = Az = (Ax,, Az,, ..., Az,, . ..), 


qui (éventuellement après un déplacement infiniment petit *)) 
peut être considérée comme un cycle véritable du compact ®, = 
— ©" N D”. Si l'on pose x} — zx, — 27, alors évidemment Az, — 
— Ax,, de sorte que le cycle véritable u-1 est la frontière commune 
de deux chaînes véritables 


ST CR PR 
et 
D = (Lo sr Lis) 


situées respectivement dans ®’ et D”. Nous dirons de ce cycle u?-! 
qu'il est obtenu par décomposition du cycle 2? par le compact ®, = 
= ®" N D”. 

Nous nous servirons par la suite des deux propriétés suivantes 
de l’opération d’intersection. 


Lemme 1. Supposons que le cycle véritable 2 — (2, zP, 
-.., P, ...) est homologue à zéro dans ® — ®° y D”. Alors Je 


cycle u?”1, obtenu par décomposition du cycle z? par le compact ®, = 
= ®" N D” est aussi homologue à zéro dans ®,. 


Démonstration. En effet, soit zP — Ayr, où yr est 


une n:-Chaîne du compact D. Désignons par y: le morceau de cette 
chaîne situé dans @’ et posons y; — yx — y, de sorte que 


ze = Ayx + Ayr. 


*) Rappelons qu’un déplacement infiniment petit est un tel déplacement 
du cycle (ou de la chaîne) :P = (z}, zh, ee Ze .) par lequel ze est soumis 


à un e,-déplacement et e, — 0. D'après le lemme du e’-déplacement, le 
e-cycle obtenu par un déplacement infiniment petit est homologue au cycle donné; 
il est convergent si le cycle donné est convergent. 
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Prenons dans cette égalité à droite et à gauche les morceaux situés 
dans ©’. Nous obtenons alors 


Tk = AYk + Dr; 
où la chaîne w, de dimension p est située dans un n;-voisinage du 
compact ®,, de sorte que la chaîne véritable w = (w,, we, ... 

., Wr, - ..) peut être supposée située dans ®,. En posant y” — 

= (y, Ye... Yh, - . .) et à = (x, Te, . . ., zh, . . .) nous obte- 
nons 

z' = Ay + w, 
ou en passant aux frontières 

uP-l — Az’ = Aw, 

i. e. uP-l 0 dans ®,, ce qu'il fallait démontrer. 


Lemme 2. Si le cycle 7? dans le compact D = ©’ |} ©” est con- 
vergent, alors le cycle 27”! obtenu de 2? par décomposition par le com- 
pact D’ N D” est convergent dans D" NN D”. 

Pour la démonstration, il suffit d'envisager dans le raisonnement 
ci-dessus les chaînes y., à frontières Ayy,,x — zP — zp à la place 


des chaînes y. 


2. Théorème d'addition et quelques conséquences. Nous allons 
maintenant considérer exclusivement les compacts de dimension 
finie, i. e. les compacts situés dans un espace euclidien R". Si l’espace 
R" est donné (ce que nous supposerons dans ce paragraphe), nous 
désignerons comme toujours par p et g deux nombres non négatifs 
entiers de somme p + q = n — 1. D'autre part, nous appellerons 
brièvement cycle modulo 1 dans un ensemble ouvert tout cycle entier, 
et, dans un compact, tout cycle convergent pour le groupe À, ou pour 
le groupe x. Un cycle modulo 0 est toujours un cycle pour le groupe 
de coefficients %. 

Le théorème suivant a de nombreuses applications pour l’étude 
des compacts situés dans un espace R° donné. 


Théorème 6 (théorème d'addition) *). Supposons que le compact 
D = R” est la réunion de deux compacts ®’ et D”, et soit z1 un cycle 
modulo m > 0 situé dans T = R° X ®, non homologue à zéro dans Y,, 
mais homologue à zéro aussi bien dans Y” = R" X ©’ que dans T° — 
— R°  ®°. Alors ®’ f] D” possède un cycle convergent z?7 de dimen- 
sion p, modulo le même m que le cycle 277! (pour m = 1 c'est également 
un cycle erponentiel), homologue à zéro dans D" et dans D”, mais non 
homologue à zéro dans D f\ D”. 

*) J'ai démontré ce théorème dans l’article [1] sous le titre « théorème 
généralisé de Fragmén-Brouvwer » ; le théorème de Fragmén-Brouwer proprement 


dit affirme que la somme de deux compacts disjoints ®, C Rn et ®.C RAn, 
qui ne décomposent pas l'espace Ra, ne décompose non plus R°. 
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Démonstration. D'après les propositions 3-6 du chapi- 
tre 3 concernant les enlacements, le compact ® possède un cycle 
convergent pour le groupe de coefficients approprié, enlacé avec le 


cycle z°;! désignons-le par 2 = (27, zP, ..., zP,...). Soit 
(1) Dh (Ru ss 2, au) 


le cycle obtenu de 7 par décomposition par le compact ®’ NN D”. 
Par sa construction même, le cycle z7-! est homologue à zéro dans 
O'’ aussi bien que dans ®”. D'autre part, d’après le lemme 2, le 
cycle æ-1 sera aussi convergent. Il reste à démontrer que le cycle 
zP-1 ne peut être homologue à zéro dans ®” N D”. Admettons le 


contraire : soit #7! — Ay?, où y? — {yp} est une chaîne véritable 
située dans D’ MN D”. Alors les chaînes véritables 


(où x'P — {xp}, x"? — {xP}, et xP, xp se définissent comme au 
n° 4) sont évidemment des cycles convergents, situés respectivement 
dans ©’ et ®”, en outre z7 — z° — z” et 


O(2k, 27)—0(2%, 27) —0o(zx, 21). 


Mais z7 — 0 dans RO" et dans RD”, et donc pour tous les k suf- 
fisamment grands, nous avons 90 (z,, 27) = 0 (2, 21) — O0, et 
alors aussi 06 (2, zt) — 0, ce qui contredit l'hypothèse de l'enla- 
cement des cycles z? et 214. Le théorème 6 est démontré. 

Exactement de la même manière que le théorème 6, on démontre 
le « théorème d'addition des cycles relatifs », à savoir le 


Théorème 6’. Supposons donnés dans R": une boule ouverte U" 
de dimension n et de frontière S"-!, le compact © = ®’ [|] ®” situé 
dans la boule fermée U" et le cycle 77 (modulo m > 0) situé dans 
U" X ©, non homologue à zéro dans UT X ® mais homologue à zéro 
dans U”" X ©’ aussi bien que dans UT X ©”. Alors ®’ NN D” possède 
un cycle relatif mod S"-!, homologue à zéro aussi bien dans ®' que 
dans D”, mais non homologue à zéro dans D” f} D” (toutes Les homolo- 
gies sont considérées mod S'-!). 


Une autre définition nous sera nécessaire par la suite. 

Soit © un compact de R” et U”, comme toujours, une boule 
ouverte de À”, où l’on suppose que U” peut être une « boule de rayon 
infini », i. e. on peut envisager le cas U” — R”. Le compact D et 
le cycle z de l’ensemble ouvert F — U® X ® sont dits enlacés dans 
U”, si le cycle z n'est pas homologue à zéro dans l'; si en plus z- 0 
dans tout ensemble ouvert |” & U” qui contient strictement l'en- 
semble TI (de sorte que VU" T’= FT), le compact ® et le cycle z 
sont dits irréductiblement enlacés. 
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Remarque 1. Si le cycle z est de dimension nulle et consiste 
d’un couple de points a, b, le fait qu'il est irréductiblement enlacé 
avec le compact ® dans U” signifie que ® sépare irréductiblement 
dans U” les points a et b (voir le livre [AP], chapitre 8, p. 434). 
Par conséquent, la proposition suivante, presque évidente, est une 
généralisation d'un théorème démontré dans le livre [AP]. 


Proposition 1. Si ®, est un compact de R” et le cycle z situé dans 
F, = UT X ®, n'est pas homologue à zéro dans T,, alors il existe un 
compact D = O,, irréductiblement enlacé avec z dans U”. 

La démonstration de cette proposition se réduit, par une récur- 
rence transfinie évidente, au lemme suivant. 


Lemme. Si l'on se donne dans R" une suite décroissante de compacts 
M, 20, 2>...—2=0;,2=... 


à intersection D, = f\ ®, et un cycle z, situé dans l'y = U" X ®,, 
k 


non homologue à zéro dans aucun des ensembles T, — U" X ®,, alors 
il ne sera pas homologue à zéro dans l';.. 


Démontrons le lemme par l'absurde. Soit z— 0 dans l,. Pre- 
nons une chaîne zx située dans l°, et qui possède pour frontière le cycle 


z: Ar = 2. Le support x de la chaîne x se trouve à une distance posi- 
tive d du compact OU. Prenons un nombre positif e << d. Il existe 
un k tel que ®, est situé dans un e-voisinage O (M4, e) ; évidemment 


rzauU" O(D, es Tr; 


".e. z— 0 dans l, contrairement à l'hypothèse. Le lemme et, donc, 
la proposition 1 sont démontrés. 

Considérons le cas où le cycle z? est non seulement homologue 
à zéro dans F, mais s'avère irréductiblement enlacé au compact O 
dans U”. Nous aurons alors le 


Théorème 7. Si le cycle zx (modulo m > 0) est irréductiblement 
enlacé dans U” avec le compact ®O — ®° |J D”, ®’ et D” sont fermés 
et non vides, alors le compact ®" f\ D” contient un cycle de dimension 
p — 1: 

(a) pour U" = R”, le cycle zP-; : 

(b) pour U"  R", le cycle relatif zr-! mod (U X U), modulo 
le même m *), homologue à zéro dans D" et dans D”, mais n'est pas 
komologue à zéro dans ®°" NN D”, de sorte qu'en particulier .dr, X 
X (D ND" > p — 1; si on a en même temps dim ® = p, alors ® 
est une variété cantorienne de dimension p, « Le continuum UP ». 


*) Comme dans le théorème 6, on entend par cycle modulo: 1 dans Le an cycle 
pour *%x, et alors a, signifie d,. ; 
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Démonstration. En effet, par hypothèse z7— 0 dans 
U" X @'etzt = O'dans U" X D”, de sorte que le théorème 7 décou- 
le directement du théorème d’addition 6 (respectivement 6°). 

Soit maintenant g — 0, p — n — 1 et soit z7 un cycle irréducti- 
blement enlacé avec le compact ®, étant lui-même le couple de points 
a, b. Alors le compact sépare irréductiblement (dans U”) les points 
a et bet ne peut être de dimension n. Il est donc une variété canto- 


rienne de dimension nr — 4, et le théorème 7 contient comme cas 
particulier le 


Théorème 7’. Chaque compact D = R" qui sépare irréductible- 
ment deux points (dans U" quelconque), en particulier, chaque fron- 
lière absolue de R°”, est une variété cantorienne de dimension nr — 1 
qui possède la propriété supplémentaire suivante: si O = ®° |j D”, 
alors le compact D" NN D” contient un cycle z"-? de dimension nr — 2 
pour un des groupes de coefficients R,, x, À, Im, m — 2, 3, ..., 
homologue à zéro sur ©” et sur D", mais non sur D’ fN\ P”. 

L'existence du cycle z"-2 pour tout groupe de coefficients Y,, 
x, À, 1m découle du fait qu'un couple de points a, b, séparé irréduc- 
tiblement par le compact ®, peut être envisagé comme un cycle 
de dimension zéro irréductiblement enlacé avec ce compact (pour 
tout groupe de coefficients), tandis que le théorème d’addition est 
vérifié pour chacun des groupes À,, x, R, Zh. 


Cette dernière remarque nous amène directement à la notion de variété 
cantorienne algébrique, i. e. à l’idée de définir cette notion pour un groupe de 
coefficients quelconque: on appelle variété cantorienne de dimension p relative- 


ment au groupe de coefficients A, ou continuum Ur le bicompact X qui satisfait 


aux conditions suivantes: 

1°. dy = p. 

2. Si le bicompact X est la réunion de deux bicompacts © et ®”, alors 
dgt®'NnD) >p — 1. 

Evidemment, la variété; cantorienne usuelle de] dimension p («le conti- 
nuum UP») n'est autre que le « continuum Uh, ». 


3. Points principaux: solides de dimension donnéc. On appelle 
point principal d'un compact X de dimension finie dim À = p chaque 
point x € X qui possède la propriété suivante: la frontière B de 
chaque voisinage Or suffisamment petit du point x contient un cycle 
de dimension p — 1 (exponentiel, aussi bien que modulo 1) homolo- 
gue à zéro dans [Oz], mais non homologue à zéro dans B = [Or] X Ox 
(par conséquent dim B > p — 1). 


Remarque 2 (concernant la définition du point principal). 
Il découle de cette définition que pour un choix quelconque d'un 
voisinage Oz (suffisamment petit) du point principal x, il existe dans 
[Or] un cycle relatif x? mod B de dimension p, où B — [Or] X Oz, 
15—0139 
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non homologue à zéro dans [Ox] mod B. Le cycle x? peut être choisi 
exponentiel, ou bien convergent, pour le groupe de coefficients fh.. 


Démonstration. Soit 2P1= (271 SR 
= Âzxp, où xP est unee,-chaîne, 0. Alors zP=(2P?, 22, ...,2P, ...) 
est un cycle dans [Ox] mod B. Si l'on avait x,- 0 dans [Ox] mod B, 
il existerait des e;-chaînes zP+t dans [Oz], Te; -> 0, AxPti=zp— y, 
où yP est situé dans B, et nous aurions 0 = AAzxp+i—zp-1+ Ayr, 
zP-1=A(—yp), ji.e. 271 — 0 dans B. 


Le compact X s'appelle solide de dimension p, s’il est une variété 
cantorienne de dimension p qui est l’adhérence d’un ensemble ouvert 
G (de X) dont tous les points sont des points principaux du compact 
X ; chaque tel ouvert G & X s'appelle noyau du solide X = [G] de 
dimension P. 


Remarque 3. Il découle de la définition même du point 
principal d’un compact X de dimension p, dim À = p, que nous 
avons dans chaque point principal ee X l'égalité ind. X = p, 
d'où l’on déduit que pour tout solide X — [G] de dimension’ p et 
de noyau G, on a dim G = p. 

Au $ 6 nous déduirons des résultats obtenus une proposition qui 
se présente comme un des théorèmes « géométriques » de la dimen- 
sion les plus importants, appelé troisième théorème fondamental 
de la théorie homologique de la dimension, qui affirme que chaque 
compact de dimension p contient un solide de dimension p. 


Remarque 4. La notion de point principal et de solide de 
dimension p admet une algébrisation évidente, analogue à celle à la- 
quelle nous venons de soumettre la notion de variété cantorienne : 
eu remplaçant dans ces définitions la dimension dim par la dimen- 
sion relative au groupe de coefficients %, nous obtiendrons les 
notions de point principal et de solide de dimension p relativement 
au groupe À. Si A = 7,, on dira que ce sont des points principaux 
et des solides de dimension p modulo m, et dans le cas À = R, des 
points et des solides modulo zéro. | 


$ 4. Deuxième théorème fondamental 
de la théorie homologique de la dimension : 
décomposition des homologies 


_{. Enoncé du théorème; deux lemmes. Convenons de la termi- 
nologie et des notations. Par cycle d'un compact nous entendons 
toujours par la suite un cycle convergent pour les groupes de coeffi- 
cients R, ou %x. Par homologie de dimension r sur le compact ® 
nous entendons une homologie z° — 0 dans ©, où 7° est un cycle du 
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compact ® non homologue à zéro sur un de ses supports D, = ©. 
Le compact B = © décompose l'homologie z° = O dans © ‘(autre- 
ment: le cycle z° est enlacé au compact B), si z° 4 0 dans O XB 
et Bnz=A. 

Pour ce qui va suivre, il faudra nous servir de la notion de dia- 
mètre de dimension k, notion importante dans beaucoup de questions 
de topologie et d' analyse fonctionnelle : on appelle diamètre &"“® 
de dimension k du compact © & R" la borne inférieure de tous les 
e > O0 pour lesquels il existe un €-déplacement du compact ® sur 
un polyèdre de dimension < 4. 

Enfin, comme toujours, C (®, À”) désignera l’ensemble de tou- 
tes les applications continues f: D — R° du compact ® dans R° 
avec la métrique standard 


P(f, 8) = supp (7, gx). 


Enonçons maintenant le théorème fondamental déjà mentionné 
dans l'introduction à ce chapitre. 


Théorème 8. Soit O un compact et dim ® = n. Alors: 

(1) Pour chaque r, toute homologie de dimension r dans © peut 
être décomposée par un compact B = © de dimension non supérieure 
an—r—î. 

(2) Pour chaque r, 0£r< n— 1, il existe une homologie de 
dimension r, z — O dans © que l’on ne peut décomposer par aucun 
compact de dimension inférieure à n — r — 1. 

Deux lemmes nous serons nécessaires pour la démonstration ; 
le premier est tout à fait élémentaire, tandis que le second, dü à 
Froum-Ketkov, est dans un certain sens une spécification du théo- 
rème de Nôbeling-Pontriaguine ([AP], p. 259). 


Lemme 1. Soit f,: D—+ À = R" un e-déplacement du compact 
D © R°" dans le polyèdre K. Alors l'application f, peut être prolongée 
à une application f,: (0®]—+ À de l'adhérence d'un voisinage suffisam- 
ment petit OO du compact ®, et cette application est également un 
e-déplacement. 


Démonstration. Puisque pour chaque point x € © nous 
avons p (x, fox) = E, <<e et D est un compact, on a sup e, — 
€ 


= €, <e. Posons n = € — e,. En vertu du théorème de Broiwer- 
Urysohn sur l'extension des applications, l’application f,: ® —+ 
= K=:R? " peut être prolongée à une application continue /, : Q"— 
— R", où Q" est un cube qui contient dans son intérieur le compact 
® ainsi que le polyèdre À. En vertu de la continuité de l'applica- 
tion f,, il existe, pour chaque voisinage V — OK du polyèdre K, 
15% 


228 INTRODUCTION À LA THÉORIE DE LA DIMENSION DES COMPACTS (CH. 4 


un voisinage U — O® du compact ® tel que f, [U] = Y, l'appli- 
cation f1: [U]— V étant un (e + n/2)-déplacement. 
Choisissons maintenant un voisinage V si petit qu'il existe une 


application de rétraction *) g: [V]—+ À qui est un n/2-déplacement. 


Le fait qu'une rétraction g: OÀ —+ À de chaque voisinage suffisamment 


petit OK du polyèdre À existe est bien connu ot peut être facilement démontré, 
par exemple de la manière suivante. 


Prenons un cube Re La Qm qui contient dans son intérieur le polyèdre K. 
Sans restriction de généralité, on peut supposer que la triangulation Æ est un 


sous-complexe d'une triangulation Z du cube @". (Pour obtenir une telle trian- 


gulation, on peut construire dans l'espace RM = Qm un nombre suffisant de 
lans RM-1, ..., R®-1 de dimension m — 1 de telle sorte que chaque simplexe 
P 1 8 qu 


fermé T & X soit l'intersection des demi-espaces fermés déterminés dans Am 
par les plans R7-1, ..., R®-1. L'ensemble de tous ces plans décompose le cube 
en polyèdres convexes et chaque subdivision simpliciale du complexe cellulaire 


constitué par ces polyèdres convexes cst une triangulation (du cube Qn) ee 
contient en guise de sous-complexe une certaine subdivision de la triangula- 
tion X.) 


Ainsi, on se donne une triangulation X du polyèdre X, qui est un sous- 
complexe fermé de la triangulation ZL du cube Q" à l’intérieur duquel se trouve 


le polyèdre K. Désignons par K'’ le sous-complexe ouvert L\XÆX du complexe L 
et prenons la subdivision barycentrique L, du complexe L qui contiendra comme 
sous-complexe la subdivision barycentrique X, de la triangulation X. 

Chaque sommet du complexe L, est le barycentre d'un certain simplexe 
TEL. SiTEK, nous dirons que le sommet e est rouge; dans le cas contraire, 
i. e. lorsque 7 € K”, le sommet e sera dit bleu. Un simplexe quelconque T € Z, 
sera dit rouge, si tous ses sommets sont rouges, bleu si tous ses sommets sont 
bleus et enfin bariolé s'il possède des sommets bleus et des sommets rouges. Il 
est clair que les simplexes rouzes forment dans le complexe Z, la subdivision 
barycentrique Æ, du complexe X. Les simplexes rouges et bariolés forment 
ensemble un sous-complexe ouvert, l'étoile OX, du complexe K, dans ZL;, dont 


pu _ at 
ee sous-jacent OX, est un certain voisinage OK du polyèdre À dans Am 
(fig. 23). 


mm en 

Définissons de la manière suivante la rétraction g: OK, + K (et donc la 
rétraction de tout voisinage plus petit). Chaque simplexe bariolé possède une 
face rouge et une face opposée bleue : il se décompose de manière unique en des 
« segments ouverts bariolés »: les sezments dont les extrémités sont situées sur 
ces deux faces. L'application g sur chaque sezment bariolé donné consiste à pro- 
jeter tout le sezment dans son extrémité rouze, d'où résulte une application 
continue de tout le simplexe bariolé sur sa face rouge. En laissant invariants 
tous les points des simplexes rouges, nous obtiendrons l'application cherchée. 

Remarquons qu’en effectuant un mouvement rectiligne uniforme des points 
des segments bariolés vers leurs extrémités roug?s, nous obtiendrons une défor- 


mation de rétraction du voisinage OR; dans le polyèdre X. Il est facile d'obtenir 
que g soit un n/2-déplacement, en choisissant une triangulation suffisamment 


fine Z du cube Om. 


*) I.e. une application continue g:[V]— X laissant invariants tous les 
points" x € X. 
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L’ application ÿ = gf, envoie un point quelconque x € [U] dans 


y = £f1T eK et px, y) < p (x, fix) + p (ir, £f1r) << e + n/2 + 
+ n/2 = €. Le lemme est démontre. 
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Lemme 2. (de Froum-Ketkov). Soit ®: D — R7 une application 
continue quelconque du compact D, dim O = n, dans l'espace euclidien 
R" de dimension m > 2n + 1, et supposons que l’on se donne dans 
R" un nombre fini de plans R,, . .., R, de dimension <p. Alors 
pour chaque & >> 0 il existe un homéomorphisme @': O— R", qui est 
une approximation de @q et qui en diffère par moins de e (de sorte que 
p (or, p'r) << e quel que soit x € D), et qui vérifie dim (PONR;) < 
< max {n + p —m, —1} pour tout i = 1,2, ...,s. 

Comme nous l’avons fait dans le livre [AP], p. 247, le lemme 2 
peut être reformulé de la manière suivante. 


Lemme 2’. Soit O un compact, dim ® = n, et supposons donné 
dans l’espace euclidien R”, m > 2n + 1, un nombre fini de plans 
R,,..., R,de dimension <p. Alors l’ensemble À — A(®, R”, R,, 

ie R.) de tous les homéomorphismes f: ®O—> R7 pour gl 
dim (ON R;) max {n + p — m, —1} pour chaque i = 1, 2, 

., S, est partout dense dre l'espace C = C (D, R”). 

Démonstration. Il est plus commode de démontrer le 
lemme an dans l'énoncé 2’. Soit 4, = 4, (®, R7, R,, ... 

.., Rs) l’ensemble de toutes e-applications : D—+ AR" , pour 
lesquelles are (D N R;) <e pour tout i = 1, 2, ...,s. On 


voit facilement que l’ensemble À' — n Aj/n ne peut contenir que 
n=1{ 


des applications bijectives qui seront donc des homéomorphismes. En 
outre, quels que soient f € À’ et i = 1, 2, ..., s, le compact 
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f® |) R, possède pour chaque & >> 0 une e-application sur un polyèdre 
de dimension < Ar +p—m. Par conséquent 4° = À *), et il 
suffit de démontrer que l’ensemble À” est partout dense dans l’espace 
C. Puisque l’espace métrique C est complet, nous atteindrons ce 
but si nous montrons que chaque À, est ouvert et partout dense 
dans C. 

Vérifions donc que l’ensemble À, est ouvert dans C. Supposons 
donnée une application quelconque jf € À., i. e. f est une e-applica- 
tion et le compact f® | R; possède un e,-déplacement sur un po- 
lyèdre de dimension < n + p — m, et e, << &. Il faut maintenant 
trouver un 6 >> 0 tel que chaque application g, ô-proche de j, ap- 
partient elle-même à À4.. | 

Puisque ® est un compact, on peut trouver un 6, > 0, tel que 
toute application continue g: D—+ R”, ô,-proche de la &e-applica- 
tion /, est elle-même une e-application **). D'autre part, en vertu 
du lemme 1, on peut trouver un 6, > 0 tel que pour chaque i — 
— 1,2, ..., s l’ensemble 


(1) Vi = 0(6®NR:, 62) 


possède un e-déplacement sur un polyèdre de dimension < n + 
+ p — m. Posons! 


(2) Wi=OK(fOnN R:, 62/2) 
et 
(3) Ôs — Lu (OXWi Ri). 


Choisissons enfin 
ô — min (Ôs Llo0a; Ôs)- 


Soit maintenant g: D —+ R" une application continue ô-proche 
de f: p(f, g) < 6. Puisque g est une e-application (d’après le 
choix du nombre 6 < 6,), il suffit de démontrer que chacun des 
compacts g® f] R; possède un e-déplacement sur un polyèdre de 
dimension nr + p — m. Pour cela il suffit à son tour de vérifier 
les inclusions 


(4) gœNR; = V;, =; 1, 2, 0e 9 Se 


7 Supposons que le point xE® est tel que gz € Ri. Puisque 
op (fr, gr) <Ô<L 6 on a a fortiori p (fx, R;) << 6, et d'après (3) 
fz E W,. Mais puisque p (fx, gx) << 6 < !/,6,, il découle de (1) et (2) 
que gx € V;. Les inclusions (4) et avec elles le fait que À. est ouvert, 
sont établis. 


*) Il est facile de voir en effet que 4’ = À (voir [AP], chap. 1, p. 255). 
++) [AP], p. 259. 
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Démontrons maintenant que À, est partout dense dans C. Sup 
posons donnés arbitrairement f € C et ô > 0. Il s’agit de trouver 
un fs € À, tel que p (fs, f) << ô. Puisque m > 2n + 1, il existe un 
homéomorphisme g: DR" avec p(f, g) < 6/2 *). Il existe un 
Yy>>0 tel que l'inégalité diam gd’ <7y pour D" = ® implique 
l'inégalité diam ®’ < e. Soit y, — min (//:y, ‘/:6). Prenons enfin 
un y,-déplacement h: g®— K du compact g® dans un polyèdre 


K de dimension n qui se trouve en position générale avec chacun 
des plans R;. Posons fs = hg. Evidemment dim (fs N R;i) = 
= dim(K NR;)<Ln<+p—m. D'autre part, pour chaque point 
a CE fsD, nous avons diam (h-!a) << 2y, < y. Par définition du 
nombre y, nous avons diam g”lh-la << e, i.e. f, est une e-applica- 
tion. Evidemment p(f, fs) < p (f, g) + p (g, fe) << 6. Donc jf, est 
l’application cherchée. La densité de À, dans C et en même temps le 
lemme 2 sont démontrés. 


2. Démonstration de l’assertion (1) du théorème 8. Soit OZ=R", 

— 9n + 1,et soit z° un cycle dans D, 0 £<r < nr — 1, non homo- 

logue à zéro dans ®, = ®, mais homologue à zéro dans ©. Il faut 

trouver un compact B = © de dimension < n — r — 1, qui décom- 
pose l’homologie z° — 0 dans ©. 

D'après la proposition 6 du chapitre 3, p. 185, l’ensemble ouvert 

— R"X © possède un cycle entier z" 7"? de dimension m — r — 1, 


enlacé avec z’. Si e— LP ("-"-1, O), alors, pour chaque e-déplace- 


ment p: D—+ R”, le cycle z""! est enlacé avec le cycle pz”, homo- 
logue à zéro dans p®, car z° — 0'dans ©. Par conséquent, le support 
de chaque chaîne de frontière @z’ intersecte z"-"-14 Autrement dit, 
le compact z"-"-1f}®® — B, décompose l'homologie wz’ — 0 dans 
oO. Mais alors le compact B = q-'B, décompose l’homologie 
z' = O dans ©. 

En vertu du lemme 2, on peut choisir le e-déplacement @ comme 
un homéomorphisme et de telle manière que la dimension de l’inter- 
section du compact ®®, avec chaque plan de dimension m — r — 1 
qui supporte les simplexes du cycle z*-"-, ne soit pas supérieure 
àn+(m—r—-1)—-m=n—r—t. Ainsi, on a dim(ç®f 
N 2-71) Ln —r—1AÂ et, puisque le déplacement est un 
homéomorphisme, 


dim B = dim! (pDfz""-1) Sn —r—1. 
L'assertion (1) est démontrée. 


*) Voir [AP], p. 262. 
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3. Démonstration de l’assertion (2) du théorème 8. Il faut cons- 
truire sur le compact ® une telle suite de cycles 


(5) DR as Die ns 2 


à supports An, An-° + - +» A9 respectivement que z° = O0 dans ©, 
z° + 0 dans À, et pour chaque compact B = OXA,,0on a dim B << 
<n—r—1,z"= 0 dans OX B. 


I. Quelques notations. Soit Q” une boule de dimension n détermi- 
née dans l’espace R" par l'inégalité zx? + ...—+ x? <' 1. Soient 
ensuite R”, r =1, 2, ..., n — 1, des plans de dimension r de 
R”" définis respectivement par les égalités x,,, = ...—zx, = 0 
En outre de la boule Q” nous allons également considérer les boules 


Q" = Q" Ms Tel nt 
et les demi-boules 


Q=Q n{z >0}, D =Q N {zx <0}. 


Il est clair que 


Q = Q" NO", r=1,2,..., n —1. 
Nous allons désigner par $” la sphère de dimension r qui est la fron- 
tière de la boule Q"*', et par S° et S’respectivement les hémisphères 


S" A Qt et Sn Q'*. 


+.m 
Il est clair que 
S = SP N ST"*1, 


IT. Puisque dim ® = n, il existe une application essentielle 


f': D—+ Q" ([AP], p. 265). En vertu du théorème 4, il existe alors 
sur le compact ® un cycle convergent z"-! de dimension n — 1 
(pour À, et x) à support ®,, tel que z"-"+0 dans ®,, 2" — 0 dans ®, 
et que le cycle f’z"-! est enlacé avec le centre o de la boule Q”: 


o (f'z7-1, o) = y 0. 
On en déduit que le support du cycle f’z"-! ne contient pas le point o: 
fD, No=A 


Prenons la sphère S” de centre o et de rayon inférieur à la moitié du 
nombre p (D, o). Définissons l'application 9: Q" — Q", qui appli- 
que linéairement le long des rayons toute la boule Q' limitée par la 


sphère S’ sur la boule Q" et projetons l’ensemble Q" X Q’ le long 
des rayons sur la sphère S-!. Envisageons l'application f — 


— f" : DO" T1 est clair que f®, = S"-!, puisque /®, = QU Q’. 
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Autrement dit, le cycle z"-! est situé dans f'S"-l, En outre, 
le cycle /z"”l est situé dans ® et on a toujours (chapitre 3, p.154) 
0 (f271, o) = y 0. 
Donc *); 
(6) Ja = y", cg OS 


où y'-lest le cycle d'orientation de la sphère Sr”! , 
Fixons maintenant l'application obtenue f: ®Œ—+ @", le cycle 


z"-l à support f-'S"-! (non homologue à zéro dans f-!S7-1, mais 
homologue à zéro dans ®), le cycle d'orientation y"-! de la pseudo- 
variété S7-1 (tel que 7"! = cy""1). 

III. Construisons une suite spéciale 


(7) VU asus dessu 


de cycles de la boule Q”", en commençant par le cycle y"-1. Le pre- 
mier membre de cette suite (7) est défini. Les autres sont construits 
par récurrence : le cycle y"-* s’obtient de y"-" par intersection avec 
le compact @7-1 = Q" N Q", le cycle y"-# s'obtient de y"? par 
intersection avec le compact Q"-? = @"-1 f] @"-1, etc. 

On vérifie facilement que le cycle y” est une orientation de la 
pseudo-variété S’et par conséquent n’est pas homologue à zéro dans 
S' mais s’avère homologue à zéro dans la boule Q"*! (comme d'ail- 
leurs chaque cycle de dimension r d'une boule de dimension r + 1). 

IV. Passons à la construction de la suite (5). Servons-nous pour 
cela seulement de l'application f et du cycle z"-!. 

Le premier terme de la suite est le cycle donné z"-!. Le cycle 
2"? = 75° s'obtient du cycle z"-! par décomposition par le com- 
pact f1Qn-1 = f-19" N f-1@". Le cycle 2-3 = :%% s'obtient du 
cycle z"-° que nous venons de construire par décomposition par le 
compact f1Q@-2=f"1Q9""1 N j-1Q%"1. En continuant ainsi de pro- 
che en proche, nous construirons tous les cycles de la suite (5). En 
guise de supports À, des cycles z’, fixons respectivement les com- 
pacts f-!S”. La construction est terminée. 

On montre très facilement que chaque cycle z’ est homologue à 
zéro dans f-!Q"*. En effet, c'est évident pour le cycle 2-1: on a 
fQ" = ©. Le cycle z"-? s'obtient à partir du cycle z"-!, qui est 
homologue à zéro dans f-'Q", par décomposition par le compact 
f7Qn-1 = jr10" N f-'Q". En vertu du lemme 1, p. 227, on a alors 
z"-? 0 dans f-Q"-!. Mais alors, en vertu du même lemme, le 
cycle 2-3 obtenu de z"-® par décomposition par le compact f-'Q"-: 
sera homologue à zéro dans f-1Q"-?, etc. 


*) Théorème 4, chapitre 3, p. 168. 
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Il est important de noter que nous obtiendrons la même suile (5) 
en commençant par une application pm: D—+ Q" quelconque pour 
laquelle "!S7-1 = f-iSr-1 64 f = o sur f 'S"-!. En effet, le cycle 
z *, obtenu à partir de z"-', q est construit par décomposition du 
nue z"-l par le compact pQn-1 = p-1Q" N p-'0". Mais le cycle 

"-l est en fait situé sur @-!S”"-1, de sorte que nous obtiendrons le 
méme résultat par décomposition du cycle z-! par le compact 
@r1Sn-2 = priS®1 N p'iSt-1, Mais d’après la condition imposée 


sur , nous avons pp Sn-? = fr1$n-?, prlSn-i = fin, print — 
= f"1S7-1, de sorte que zj * = z% *. On démontre exactement de 
la même manière les égalités 27° = 25°, 27° = z%°, etc. 


Remarquons aussi que nous avons dans ce cas aussi bien 7° — 0 
dans f-'Q"*! que z° = 0 dans -!'Q"*1. 

V. Démontrons que z° 0 dans A,—/f"'S". Pour cela il suffit 
de démontrer l'égalité 
(6,) A = cy 


pour chaque r = r — 1, n — 2, ..., 0: si (6,) était déjà démontré 
et nous avions z° — 0 dans f-!S”, alors nous aurions cy” = fz — 0 
dans $”, ce qui est impossible d’après le choix de y. 

Passons à la démonstration des égalités (6,). Comme partout 
précédemment, nous ferons la démonstration par récurrence en com- 
mençant par les plus grandes dimensions. 

L'égalité (6,_,) coïncide avec (6) et ne doit donc pas être démon- 
trée. Déduisons de (6,,-,) l'égalité (6,2). 

Le fondement de cette déduction est la remarque générale sui- 
vante (dont la vérification est laissée au lecteur). Soient ®, X deux 
compacts et f: ® —+ X une application continue. Supposons que le 
compact ® possède une &-chaîne zx et que l’on se donne dans le com- 
pact X un souscompact X, = X, et ®, = f-!X,. Soit enfin Jo,z 
le morceau de la chaîne x sur ®, et J'x,fx, ‘le morceau de la chaîne fx 


sur X,. Alors 
Jar = J'xifz. 

Déduisons (6:-) de (631). Soit 

RE 0 

DA 2 "25 uen ane), 

yi= qui gro t, yet, ..}, 

'yri=fyrr2, yn-2, ...,yn-2, ...h 

Nous avons pour chaque 4, far =cyr"!, R =AJ. SR yR = 
= AJanyr-t et donc également HR fpar conséquent, 


fa * _ AT gr ‘= AJanfzs — AJancy, = ty * 
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pour tout À, i.e. 


22 cyTe, 

Les étapes suivantes de la récurrence sont laissées au lecteur. 

VI. Passons enfin à la vérification de la propriété fondamentale 
des cycles de la suite (5), celle que l’homologie z°— 0 dans ® ne 
peut être décomposée par un compact de petite dimension. 

Ainsi, fixons le nombre r, 0 £<r<n— 1, et le compact B = 
= D X f'1S7, dim B<n—r—1; démontrons que z°— 0 dans 
D \ B. 

Si nous avons B f\ f"'Q"*! = A, alors z" — 0 dans O X B, puis- 
que z°— 0 dans f-'Q"*!; mais si B f\ f 'Q”*! + À, alors nous trou- 
verons maintenant une application @: ® — Q" telle que p'S"-! — 
= fiSn-1, f = p sur f'S1-1 et] B AN p'Q"*! = A. Comme nous 
l'avons déjà dit, on a alors 7 — 0 dans g"Q"*! et à plus forte raison 
dans ® \X B. Il ne reste ainsi qu’à construire l'application y, ce que 
l'on peut faire en se basant sur le lemme général suivant, qui est 
dans un certain sens une spécification du premier théorème d’appro- 
ximation du livre AP. 


Lemme (de Froum-Ketkov). Soit © un compact. dm®D=n 
et f: D +0" son application continue sur une boule de dimension n. 
Supposons que le compact B = © X fS"est de dimension < n —r—1. 
Il'existe alors une application @: © —+ Q" telle que QS"7 = PSP, 
f = @ sur fS"-let BfN p'Q"*1 = A. 

VII Démonstration du lemme. Puisque fBf 
NS” = A et {B est compact, on a p (fB, S") > 0. Il existe alors un 
Bp > 0 tel que 

{10 (Q*, BI N fB} N ST = A. 


Autrement dit, 


(8) [0 (Q*, B)l n fB = Q" X Sr. 
Soit 
(9) 1B, = B N f11[0 (Q"**, 8). 


Il découle de (8) que 
fB, = Q"X Sr, 
Par conséquent, pour un certain e-voisinage du compact B.ona 
f [0 (B4, 8] = Q" X Sn, 
Ainsi pour chaque Ô < e 
(10) ffS"1=DXO(B,, 0). 
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Puisque dim B,< dimB=k<n—r—1, il existe, d'après le 
premier théorème d’approximation ([AP], p. 247), une telle applica- 
tion g: B,— Il du compact B, dans un polyèdre II  Q" X S?-! 
de dimension k que 


(11) p(ez, fn) <+ B 


quel que soit x € B,. On a alors, en vertu de l'inégalité k << n — r—1, 
la possibilité de choisir le polyèdre II de sorte que 

(12) Il A 9“ = A. 

Prolongeons l'application g: B.—- Il à une application continue 
g: ®— Q'et choisissons Ô < € de manière à vérifier l’inégalité (11) 
quel que soit x € [O (B:, 6)]{ 

Soit À (x) une telle fonction continue sur ® que OLA(r)<1, 
À (B:) = 1 et ÀA(DNX O(B:, 6)) = 0. La compacité de ® permet 
alors de choisir À (x), de sorte que A1 (1) = B.. Définissons l’appli- 
cation @: D —+ Q" par la formule 

pr = (1 — À (z)) j (x) + À (x) ex. 

Montrons que cette application est l'application cherchée. En 
effet, l'égalité ox = fx sur f"S""? se déduit de (10) et il nous reste 
à montrer que Q"* (NB = A.Sizx € B., alors qr = gr EI, et, en 
vertu de (12), qr € Q"**. Soit x € B X B:. Alors, en vertu de (9), 
p Gz, Q*) > B. Si l'on a en jmême temps zx O (B.:, 6), alors 
oz = fr é Q"*!. Mais si zx € O (B., 6), alors (11) est vérifié. Donc, 
p (oz, Q"1) > en? = LB et l’on a toujours x € Q"1. 

Il reste à vérifier) que q7'S"-1 = f-1Sn-l, je. ox € St impli- 
que pr = fx. Mais oz est un point du segment fr, gx qui appartient 
à la boule Q”. L'inclusion gx € S"-! peut donc avoir lieu dans les 
trois cas suivants: fr — gr = @x; qx = gr; ox = fx. Le premier 
et le dernier cas sont évidents. Dans le deuxième nous avons alors 
À (x) = 4 et donc zx € B, et gr E Q" X S"-E, ï.e. le deuxième cas est 
impossible. Le lemme et, donc, le théorème sont démontrés. 


$ 5. Troisième théorème fondamental 
de la théorie 
homologique de la dimension : théorème des obstructions 
et théorèmes apparentés 


1. Remarques préliminaires. Urysohn et Menger surent déjà dé- 
montrer que l’ensemble fermé ®, situé dans un espace euclidien R° 
de dimension », est de dimension 7 si, et seulement si, il contient 
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des points intérieurs relativement à R". [ls démontrérent aussi qu'un 
ensemble fermé ®, situé dans le plan RÀ*, est de dimension 1 lorsqu'il 
ne contient pas de points intérieurs relativement au plan, mais possè- 
de au moins un point qui sépare localement le plan (nous dirons que 
l'ensemble ® sépare localement le plan au point a, s'il existe un 
£g >> 0 tel que, quel que soit ô, 0 << Ô< &, on peut trouver dans le 
ô-voisinage © (a, ô) du point a deux points qui n’appartiennent pas à 
l'ensemble ® et possèdent la propriété suivante : chaque compact 
connexe situé dans © (a, €) et joignant ces deux points coupe l’en- 
semble D). Ainsi, la dimension des ensembles fermés du plan peut 
être entièrement caractérisée par des propriétés (locales) de la situa- 
tion de cet ensemble dans le plan: l'ensemble non vide ® est de 
dimension deux s’il possède des points intérieurs ; il est de dimension 
un s’il ne contient aucun point intérieur, mais sépare localement le 
plan dans au moins un de ses points; enfin, l’ensemble est de dimen- 
sion nulle si, et seulement si, il ne contient aucun point intérieur, 
ni aucun point où il sépare localement le plan. 

Le but du présent paragraphe est de caractériser d’une manière 
analogue la dimension des ensembles fermés situés dans un espace 
euclidien de dimension quelconque 7. Naturellement, on s'attend 
à ce que pour p << n — 1 il faudra se servir de la notion d’« enlace- 
ment local » (dans le sens de la proposition 5, chapitre 3, p. 184) 
à la place de la notion de séparation locale pour obtenir une caracté- 
risation des ensembles de dimension p. Nous verrons qu'il est facile 
de définir un tel concept. 


2. Notations. Dans tout ce paragraphe, ® désignera un compact 
situé dans R" et F = R° XX ©. Pour chaque entier p,0<p<n, 
nous poserons q = nr — p — 1, de sorte que toujours p + q = 
— n—1. Pour rendre les formulations plus compactes, nous convien- 
drons d’appeler les cycles (convergents, relatifs) du compact ® pour 
les groupes de coefficients R, R,, Z,, où m — 2, 3, ..., respecti- 
vement cycles (convergents, relatifs) modulo 0, 1, m. 

Par analogie avec la dimension homologique modulo m > 2 
(i.e. pour le groupe de coefficients 7,,), nous appellerons dimen- 
sion modulo zéro la dimension pour le groupe de coefficients , 
dimension modulo À la dimension pour le groupe de coefficients %h,, 
i.e. la dimension usuelle d'Urysohn. La dimension de ® modulo 
m = 0, 1, 2, 3, ... sera désignée par d}® (ainsi dim D — 
= d,®0 = d,D). Toujours pour la commodité des énoncés, nous 
appellerons les cycles entiers de l’ensemble ouvert [ (voir chapitre 
2, $ 10), selon les circonstances, soit cycles modulo 0, soit cycles 
modulo 1, et nous dirons que le cycle entier z? est homologue à zéro 
dans l modulo 0, s’il est la frontière d'une chaîne de l pour le groupe 
de coefficients R; mais si le cycle entier z?7 est la frontière dans F 
d’une chaîne entière, alors nous dirons qu’il est homologue à zéro 
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dans l modulo 1 (ainsi, si 27 = 0 dans T modulo 1, alors a fortiori 
cela est vrai modulo O) *). 


3. Obstructions (de dimension donnée). Désignons par St la 
sphère de dimension #7 — 1 située dans À”, et par U, son intérieur. 


Proposition 1. Soit 24 un cycle modulo m > 0 situé dns UN T 
et non homologue à zéro dans U f\ T modulo m. Alors d,©O > p. 

En effet, il découle de nos hypothèses qu’en vertu de la propo- 
sition 5 sur les enlacements (chapitre 3, p. 184) il existe dans OfN[U] 
un cycle relatif z7 mod (® f}] S"-!) enlacé avec z2 modulo m, d'où 
découle la proposition 1. 


Définition principale. Soit un point a E ©. Nous 
dirons que ® es{ une obstruction de dimension p mod m, m>0,en 
ce point si l’on peut trouver un &e >> 0 tel que, pour chaque 6 > 0 
suffisamment petit, il existe dans © (a, à) f\ T un certain cycle 
z? mod m, de dimension g, non homologue à zéro mod m dans 
O(a,e)nr **). 

Nous dirons que © est une obstruction de dimension p mod m > 0 
dans R”, indépendamment de tout point a, si la condition suivante 
est vérifiée. 

Il existe un € >> 0 tel que pour tout ô > 0 on peut trouver dans T 
un cycle z? modulo m, de dimension g et de diamètre ***) 6, tel 


que la chaîne z°** située dans let ayant pour frontière le cycle z 


ou bien n’existe pas du tout, ou est de diamètre > &. 
Démontrons la 


Proposition 2. Si O est une obstruction de dimension p, il existe 
alors un tel point a € ® auquel O est une obstruction de dimension p. 


Démonstration. Admettons qu'un tel point n'existe 
pas. Choisissons € > O0 arbitrairement et définissons pour chaque 
point a € O un tel 6, > 0 que chaque cycle z? situé dans T N} O(a, 6,) 


est homologue à zéro dans NO (a, T) Auprès de chaque point a 


choisissons le voisinage 0,—=0 (a, ÿe) et prenons un nombre fini 


*) Nous ne risquons pas de malentendus, puisque nous n’envisagerons jamais 
de cycles pour le groupe de coefficients R, dans les ensembles ouverts, tandis 
que dans les compacts ® nous n'envisagerons jamais les cycles entiers. 

*+*) Conformément à nos conventions, cette définition pour m = 0 signifie 
que O (a, 6) f\ T possède un cycle entier non homologue à zéro dans O (a, e)N T 
pour le groupe de coefficients R; pour m = 1 on exige que O (a, ô) N T'contien- 
ne un cycle entier non homologue à zéro dans O (a, e) fi T pour le groupe de 
coefficients 7. Ainsi, si © présente au point donné a une obstruction (de dimen- 
sion donnée) modulo 0, elle le sera à plus forte raison modulo f. 

#“+) On appelle diamètre d'une chaîne le diamètre de son support. 
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de tels voisinages, mettons 

On 3 Os 
de sorte que leur réunion OO contienne ©. Soit Ô un nombre positif, 
inférieur à — , à tous les + Oayn i=1, 2, ..., set à p (®, RTK O0). 
Nous affirmons que pour chaque cycle z7 de [' de diamètre inférieur 
à Ô, il existe dans F une chaîne 27*! de diamètre << £ ayant le cycle 
zt pour frontière. 

En effet, deux cas sont possibles : 

4. = est en dehors de O®. Dans ce cas, construisons une sphere 
de rayon Ô avec comme centre un des sommets du cycle z7; l'inté- 
rieur de cette sphère contient z? et ne coupe pas ©, de sorte que 2! 
est une frontière à l’intérieur de cette sphère, et notre assertion est 
démontrée. 

2. Pour un certain i, le morceau du cycle 7? situé dans O,, est 
non nul; mais alors z® est situé dans O (a;, ô;) et par conséquent 


= 0Odansr oO (as, 7) , ce qu’il fallait démontrer. 


4. Notions de e-modification; théorème fondamental. La propo- 
sition qu'il s'agit maintenant de démontrer est la suivante: 


Proposition 3. SidhO = p (pour m > 0 donné) et 0 < dim ® < 
< n, alors © est une obstruction de dimension p (modulo m). 

La démonstration de cette assertion se base sur la notion appelée 
£-modification du complexe Æ situé dans À”. 

Nous entendrons par modification (modulo m — 0, 1, 2, ... 
donné) du complexe K, qui est la triangulation d’un certain polyèdre 
K« R", l'ensemble Y dont les éléments sont des chaînes y£ situées 
dans R”, avec les groupes de coefficients pour ces chaînes : le corps 
des nombres rationnels À lorsque m = 0; l'anneau des entiers 
lorsque m = 1 et l’anneau /,, lorsquem > 2. On exige aussi lestrois 
conditions suivantes : 

1. Les chaînes y (pour tout r<dim Æ) sont en bijection avec 
les simplexes orientés #; du complexe Æ (les chaînes y; et —y cor- 
respondant aux simplexes #7 et —(). 

2. Si pour un simplexe orienté {; du complexe K on a 


A=Dct; ", 
j 
alors *) 
Ayi = pà ciyr-1. 
) 


*) Les conditions 1 et 2 signifient évidemment que les chaînes y forment 


un complexe cellulaire (chapitre 1, p. 26), isomorphe au complexe cellulaire qui 
consiste de tous les simplexes orientés du complexe K. 
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3. Pour r = 0 nous avons yi = t? (i.e. y?, —yi sont simplement 
des sommets du complexe K, munis respectivement des coefficients 
1 et —1). 

La modification donnée Ÿ du complexe XÆ s'appelle &-modification 
si elle vérifie la condition. 

4. La réunion d'un simplexe quelconque |#; | du complexe XÆ et 
de tous les simplexes de la chaîne y qui correspond au simplexe # 
est un ensemble de diamètre <<e. 


Remarque 1. Il découle de la condition 4 que la notion de 
e-modification ne se rapporte qu'à des complexes dont tous les sim- 
plexes sont suffisamment petits (de diamètre au moins inférieur à &). 


Remarque 2. Si Æ est un complexe de À" et YŸ, sa e-modi- 
fication, alors à chaque chaîne z° = XZc;t; du complexe X correspond 
une chaîne Zc,;yi que l'on appelle e-modi/ication de la chaine zx' 
(correspondant à la e-modification donnée du complexe X et déter- 
minée par celle-ci). 


Remarque 3.Si À” est un sous-complexe fermé du complexe 
X, alors, en considérant dans une &-modification Ÿ donnée du com- 
plexe À seulement ceux des éléments y5 pour lesquels | #4 | € X”, 
nous obtiendrons une £-modification Ÿ” du complexe Æ”'. En parti- 
culier, l'ensemble Ÿ? de toutes les chaînes y? qui correspondent au 
simplexe donné || *) et à toutes ses faces est la e-modification de 
l’adhérence combinatoire [#4] du simplexe | # |. 

Par la suite, nous allons seulement considérer les e-modifications 
qui satisfont à une certaine condition supplémentaire. Pour énoncer 

cette condition, nous appellerons sommets intérieurs d'une chaîne y 
tous ses sommets qui n'appartiennent pas à la chaîne Ay. La condi- 
tion supplémentaire que nous imposons aux e-modifications envisa- 
gées du complexe X est la suivante: 

9. Aucun couple d'éléments y, et y, d’une e-modification Ÿ don- 
née du complexe À qui correspondent à des simplexes distincts | #; | € 
€ Ket|1t;|E X ne possède pas de sommets intérieurs communs. 

I] est facile de satisfaire à cette condition : il suffit de soumettre 
les sommets des éléments yf de la modification donnée Ÿ à un petit 
déplacement. En effet, en écrivant les éléments de YŸ dans l’ordre 
de croissance de leurs dimensions, supposons que tous les éléments 
de dimension donnée r sont 


Vis Yas +2 Uhe 


Si un des sommets intérieurs de la chaîne y? est un sommet d’une des 
chaînes y° de dimension # <r, on peut exiger qu'après un déplace- 
ment aussi petit que l’on veut il cesse d'être un sommet de toute 


*) Envisagé, bien entendu, avec les deux orientations possibles. 
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chaîne y* pour k <r; faisons de même avec les sommets intérieurs 
de y’ qui sont en même temps des sommets de la chaîne y; ou d'une 
chaîne y pour k <r, etc. 

En supposant que cette condition est satisfaite une fois pour 
toutes, nous voyons que pour chaque sommet e (d’un élément quel- 
conque) de la modification Ÿ du complexe Æ, il existe un simplexe 
unique | 4; | € À tel que e est un sommet intérieur de l'élément 
y, EŸ ; ce simplexe | { | du complexe XÆ s'appelle « support » *) du 
sommet donné e. 

Nous avons le 


Lemme 1. Si e est un sommet non intérieur de l'élément yi € Y, 
alors son « support » est une face du simplexe | & |. 


Le lemme est évident pour r = 0. Supposons qu'il est démontré 
pour tous les y* de dimension # <r et démontrons-le pour yi. Puis- 


que e est un sommet non intérieur de la chaîne yf, il sera le sommet 
de la chaîne Ayï = Zc;yf ! et donc le sommet d’un certain y5-! qui 
correspond à la face | #71] du simplexe #. Si e est un sommet inté- 
rieur de l'élément yf-!, alors son « support » est la face | #7! | du 
simplexe | {; |; mais si e n’est pas un sommet intérieur de l'élément 
y5!, alors d'après l’hypothèse de récurrence. son « support » sera 
une certaine face du simplexe | #5 |, i.e. à nouveau une face du sim- 
plexe | # |. 

Il découle immédiatement du lemme : si l'on fait correspondre à 
chaque sommet du complexe | Ÿ | = U | y | (on prend la réunion 
sur tous les éléments y € Ÿ') un certain sommet de son « support », 
on obtient une application simpliciale f du complexe | Ÿ | dans le 
complexe À. Nous avons alors le 


Lemme 2. 
fyi = t pour tous les y: E Y. 


Ce lemme est évidemment vérifié si le complexe X est de dimen- 
sion nulle. Supposons qu’il a été démontré pour tous les complexes X 
de dimension <<k et démontrons-le pour un complexe X de dimen- 
sion #. En ne considérant que les éléments de la modification Y du 
complexe À qui correspondent à un certain simplexe | # | et à ses 
faces, nous obtenons une modification Ÿ® du complexe [#] et donc 
(puisque le lemme 2 est supposé démontré pour tous les complexes 
de dimension <<k) il suffit de considérer le complexe [#4], où |# | 
est un simplexe quelconque de dimension k du complexe X. L'’appli- 
cation f du complexe | y* | est une application simpliciale dans [t#], 
par conséquent fy* — ct?, où c est un nombre entier. Mais d'après 


*) Entre guillemets, car le sommet e n’est généralement pas situé sur son 
« support ». 


16—0139 
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l'hypothèse de récurrence fAy# — At* *); mais d'autre part, fAyk — 
— Afy* = cAt#*, d'où l’on a c — 1. Le lemme 2 est démontré. 

Si la modification donnée Ÿ est une e-modification du complexe 
K, alors l'application f est un e-déplacement du complexe | Y | 
sur X. Il en découle que chaque cycle du complexe X est homologue 
dans son &e-voisinage à chacune de ses e-modifications. Alors l’appli- 
cation / du complexe | Ÿ | dans le complexe Æ, que nous venons de 
définir, s'appelle déplacement canonique de la e-modification ŸY du 
complexe K dans le complexe K. 


5. Démonstration de la proposition 3. Soit OZ À”, d,0 = p < 
<n,m=—=0,1,2,... . Considérons le cycle véritable de dimension 
p —1, modulo m, situé dans un compact D = ©: 


(1) zp—1 = (2?- {, EE 


homologue à zéro dans ® et complètement non homologue à zéro 
dans ©’. 


Remarque 4. Conformément à nos conventions, dans le cas 
m = 0 tous les cycles z7' sont des cycles pour le groupe de coeffi- 
cients À; lorsque m = 1, z?7! est un cycle modulo un certain m, 
qui dépend de k; enfin, si m>2, alors tous les #7! sont des cycles 


modulo m. 
Construisons une suite de cycles dans T° — R"X@”: 


(2) ii, za, 7 zir1, 


où zP-! et z2+1 sont des cycles pour le même groupe de coefficients, 


enlacés entre eux. Nous supposerons que les cycles (2) sont situés en 
dehors d’un voisinage polyédral O®” bien déterminé de l’ensemble 
@’, mais à l’intérieur d’un certain cube Q = © suffisamment grand, 
et qu'ils appartiennent tous à une même triangulation X du cube Q. 
Nous supposons aussi qu'aucun sommet de Æ n'est situé sur O (car O 
est partout non dense **) dans À”) et que tous les cycles (1) sont si- 
tués dans un certain voisinage polyédral O0,’ = O®’ de l’ensemble 
D’, et e > 0 a été choisi si petit que p (10,®'], RO’) > 2e. 

Après avoir fixé & de cette manière, choisissons 6, > 0 aussi pe- 


tit que l’on veut, de toute manière <<. 


*) En effet, soit Ai=Y ati, Alors, d'après la condition 2 du n° 4, 
on a ui — 2 ay} 1 et donc fAñ=Y afyi"!, i.c., par hypothèse de récur- 
rence, f Ay* = Dati != ati. 


+") Si D possédait un point intérieur, la dimension de ® pour un groupe de 
coefficients quelconque serait supérieure ou égale (et donc égale) à n. 


$ 5] TROISIÈME THÉORÈME FONDAMENTAL 043 


En vertu de la proposition 1, un ensemble qui forme une obstruc- 
tion de dimension À est de dimension =>h. Par conséquent, ® ne peut 
être une obstruction de dimension pour aucun hk > p + 1. Ceci 
étant vrai en particulier pour À — p + 1, on peut trouver un nombre 
positif 6, << 6, tel que chaque cycle de dimension g — 1 et de dia- 
mêtre <<6., situé dans T', est la frontière dans T d’une chaîne de dia- 


mètre <+ à. Supposons que les nombres 6,>6, >... >ô;1, 
i Lg, sont déjà déterminés et choisissons un nombre positif 6; << 
< ô;-, si petit que chaque cycle de F de dimension g + 1 — i et de 
diamètre <<6, est la frontière dans l d'une chaîne de diamètre — Ô;-1- 
Ainsi, nous avons les nombres | 


S>ûÜ >>... > 6H = 6. 


Considérons maintenant la subdivision X” de la triangulation K 
si fine que tous les simplexes sont de diamètre <<6; nous exigeons 
aussi qu'aucun sommet de la triangulation X” ne soit situé sur ©. 
Pour chaque simplexe 7 € X” nous choisissons une orientation posi- 
tive, désignée par é. 

Considérons tous les simplexes t} de dimension 1 de la triangula- 
tion Æ”. Le couple de sommets de chacun d'eux est un cycle At} 
de dimension nulle dans l et de diamètre <<6,, ; il est donc la fron- 


tière dans T d'une chaîne y} de dimension 1 et de diamètre <+6, 


Les sommets du simplexe tÀ sont alors des sommets de y}. 

Faisons correspondre à tous les simplexes t} de dimension à, 
i Lg —1, du complexe K” des chaînes yi situées dans F, pour le 
groupe de coefficients correspondant (à savoir, R pour m = 0, J 
pour m = 1, 7], pour m > 2), qui satisfont aux conditions suivan- 
tes: 

(1) le diamètre de chaque chaîne yi est = Ô 9411 ; 


(2) chaque sommet du simplexe f} est en même temps un des 
sommets de la chaîne yi. 


Considérons tous les simplexes #1 de dimension à + 1 du com- 
plexe Æ”, et soit 


Att= À cts. 
J 


Conformément à la condition 2 de la définition d’une e-modification, 


des chaînes y}, qui correspondent à deux faces £ du simplexe #*!, 
possèdent des sommets communs (par exemple, tous les sommets 
communs à ces deux faces); par conséquent, en vertu de Ja condi- 


16% 
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tion (1), le diamètre de la chaîne 2 GATE est inférieur à Ô ,+:1-, de sorte 


que T contient une chaîne yi+i de diamètre <6,-; qui satisfait à la 


condition 
141 ji 
D 2 Chy;. 


Puisque chaque sommet du simplexe HR est le sommet d'une de 
ses faces 1; et donc de la chaîne correspondante yj, tous les sommets 


de #7! sont des sommets de y, donc pour les sommets de la chaîne 
ytr1 les deux conditions (1) et (2) sont vérifiées et le raisonnement 


par récurrence continue. ÏÎl nous amène à une 6,-modification du 
complexe X7 consistant de tous les simplexes de dimension <q du 
complexe Æ”. 

Supposons maintenant que {#'' est un simplexe de dimension 
g + 1 du complexe Æ” (avec l'orientation choisie ci-dessus) et 


AtTI — 2 ct. 


Le cycle Dicyf est de diamètre <<26; il est la frontière d'une chaîne 


J 
yiF1, également de diamètre <<26 (mais qui, évidemment, n’est pas 


nécessairement située dans l). En remplaçant tous les #*! par les 

yt+1 correspondants, nous obtiendrons en particulier une 2ô-modi- 

fication ce de tout cycle zT! de la suite (2): précisément, si 

2j ti = 2 akff1, alors z°*! = © aiyi''. D'après ce que nous avons 
h 


dit à la fin du numéro 4,on a z#°*' = z!*! dans un e-voisinage du 


cycle #1, i.e. de toute façon en dehors de ®’; par conséquent, les 
cycles z*! sont enlacés respectivement avec "7! 
Choisissons une e-chaîne x} dans ® en position générale avec le 


cycle sf! qui vérifie 


IV ET 
Alors 
(3) (28 x 277) — 2 ak (28 x yat!) = 0. 


Puisque le nombre de toutes les chaînes y?+1 est fini, il existe au 
moins une chaîne y?+! — mettons y? — telle que pour un ensem- 
ble infini de Æ on a 
(3”) ai (y9F1 X x?) £ 0. 


En passant, s'il le faut, à une sous-suite, on peut supposer que la 
relation (3) est satisfaite pour tous les k. 
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Posons 2? — Ay*'. Le diamètre du cycle 2? est inférieur à 26, 
et ce cycle est situé dans l”. Nous affirmons — et cette affirmation 
démontrera la proposition 3 — que l' ne possède pas de chaïne *) 
z*' ayant pour frontière z{ et étant de diamètre <<&. 

Supposons qu’une telle chaîne 2%*! existe, et construisons les 
cycles 


ugri — (2,271 ut: + alxqri, 


Puisque u$*' — z*! dans O(z,*, e), et a fortiori dans R" OO, 
nous Rs pour chaque 

(4) o(u?!, zp-1)=0(z,3+1, 2-1) ÆO, 

et donc aussi 

(5) (ug+1 X xp) =(2,9+1 x xp). 


Mais, d'autre part, 
(221 X xp) = al (yTF1 x xp) + ((2,2F1— alyI+1) x xP), 
(UF x ap) = ai (art x ap) + (al —aiyitt) x xp), 


ce qui contredit l'égalité (5), puisque ak(y*' X x)Æ#0 et 
aù (rt*t X 2$) = 0. 
La proposition 3 est ainsi démontrée. 
Les propositions 1 et 3 impliquent directement le troisième théo- 
rème fondamental de la théorie homologique de la dimension. 


Théorème 9 (théorème des obstructions). Le compact O = R” est 
de dimension p modulo m, m = 0, 1, 2, ..., si, et seulement si, il 
est une obstruction de dimension p modulo m dans un de ces points et ne 
forme en aucun point d'obstruction de plus grande dimension modulo 
le même m. 

Ce théorème implique le 


Corollaire 1. Pour D = R" on a d,0D = n — 1 si et seulement si 

à n'est nulle part dense dans R” et sépare un certain ouvert connexe 
a RAT. 

On peut déduire ensuite : 

Pour D = R”, l'égalité d,R — nr — 1, vérifiée pour un quel- 
conque m = 0, 1, 2, ..., implique cette même égalité pour tout m. 
En particulier, dim ® = r — 1 implique d,0 = nr — 1 pour tout m. 

Et enfin, on a le 


Corollaire 2. Si D © R*, alors pour tous les mon a 
dmD = dim ©. 
*) Pour les groupes de coefficients correspondants, qui sont le corps % 


(si m = O0), Pan I (si m = 1, i.e. pour la dimension de Urysohn) et l'an- 
neau 7, (pour m > 2). 
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6. Quelques conséquences du troisième théorème fondamental. 
Il découle de la démonstration donnée de la proposition 2 que chaque 
complexe de dimension <g à subdivision suffisamment fine peut 
être (pour un & quelconque) débarrassé des points d'un compact 
O & À" de dimension p par une e-modification (de ce complexe). 
D'autre part, le complexe qui consiste de tous les éléments de dimen- 
sion <q + 1 du complexe Æ” (n° 5) ne peut être débarrassé des 
points de l’ensemble ® par aucune e-modification pour la valeur de 
£ définie au n° 5. En effet, chaque e-modification applique les cycles 


z1T1 dans des cycles T7! — 2 any t!, également enlacés avec zP*!; 


à l'aide des raisonnements du n° 5, on peut donc déduire l'existence 
d’une chaîne y°*! qui intersecte un nombre infini de complexes z£ et, 
par conséquent, possède un point commun avec ®, ce qu'il fallait 
démontrer. 

Autrement dit, nous avons le 


Théorème 10. On a d,® = p (pour le compact D € RT et un 
nombre donné m — 0, 1, 2, . . .) si, et seulement si, les deux conditions 
suivantes sont simultanément satisfaites : 

1) pour tout & >> O0 chaque complexe de dimension <q de R° (dans 
une subdivision suffisamment fine) peut être débarrassé des points de 
l'ensemble ® par une e-modification ; 

2) il existe un tel complexe K de dimension q + 1etun tle>0 
que (quelle que soit la subdivision du complexe K) aucune e-modification 
du complexe K (subdivisé) ne peut le débarrasser des points de l'en- 
semble ©O. 


Par e-modification du compact ®, nous entendons un &e-dépla- 
cement de l’ensemble ® dans un polyèdre P suivi d'une e-modifica- 
tion du complexe obtenu par une subdivision suffisamment fine de 
ce polyèdre. Le théorème 8 implique la 


Proposition 4. Si les compacts ®, et OU. sont situés dans R" et 
dim ®, + dim ®, << n, alors pour chaque e >> O ces compacts peu- 


vent être transformés en des compacts disjoints par une e-modification 
de l'un d'eux. 


Dans l'énoncé de ce théorème, on ne peut pas remplacer e-modifi- 
cation par e-déplacement (e-déformation) comme le montre l’exem- 
ple de l'ensemble de L. Antoine dans AS (voir, par exemple, 
P. Alexandrov, [9)). 

On démontre facilement la proposition suivante qui donne une 
caractérisation de la dimension de Urysohn. 


Théorème 11. Si le compact DC R" est de dimension p (dans le 
sens de Urysohn), on peut débarrasser, pour tout e >> 0, chaque polyèdre 
de dimension <q des points de l’ensemble ® par un e-déplacement de 
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cet ensemble, mais il existe en même temps un tel polyèdre \1 de dimen- 
sion q + 1 et un tel e > 0 que IT possède des points communs avec 
tout compact ®., obtenu de D par un e-déplacement. 
Démonstration. La première assertion du théorème est 
évidente : si dim ® — p et II est un polyèdre de dimension <Q, il 
suffit, pour chaque € donné, d'appliquer à l’aide d'un e-déplacement 
l'ensemble ® dans le polyèdre ®, de dimension p qui est en position 
générale relativement au polyèdre IL: alors @, f] II est vide. 
Passons à la démonstration de la deuxième assertion qui ne pré- 
sente également pas de difficultés. Puisque dim D = p, il existe 
un &” >> 0 tel que chaque &e’-recouvrement fermé du compact ® par 
les ensembles fermés est de multiplicité >p + 1. Choisissons un tel 


e" et décomposons en cubes congruents de diamètre <+ e” l'espace R”° 


qui contient par hypothèse O, de sorte que les points qui appartien- 
nent à Æ cubes ou plus sont situés sur les faces de dimension r — k + 
+ 1 de ces cubes; une décomposition qui vérifie cette condition sera 
appelée décomposition de Lebesgue; pour n = 2 elle peut être facile- 
ment construite par le lecteur; ensuite, le cas général de x quelcon- 
que s'obtient par une généralisation immédiate de la construction 
plane. Soient 
Qi: Os FRS Qs 


tous les cubes fermés de notre décomposition de Lebesgue qui possé- 
dent des points communs avec D. Désignons par II le polyèdre cons- 
titué par toutes les faces de dimension <g + 1 des cubes Q,, ... 
..., Q,. Désignons enfin par & un nombre positif inférieur à e’/3 et 


à p(®, R*XÜ Qi. Obtenons une contradiction à partir de l'hy- 
{= 


pothèse que l’ensemble ® peut être transformé par un e-déplace- 
ment / en un ensemble ©, qui n'’intersecte pas II. Remarquons pour 
cela que l’ensemble Q, N ®, forme un e’/3-recouvrement de l’en- 
semble ®, qui sera, d’après notre construction, de multiplicité 
<p. On voit donc que les ensembles f-! (Q, M D.) forment un 


(<-+2e)-recouvrement de multiplicité <p du compact O; puis- 


que — + 2e <&’, la contradiction voulue est obtenue, et le théo- 


rème, démontré. 

En comparant les théorèmes 10 et 11, nous obtenons la proposi- 
tion suivante, dans Jaquelle la notion de dimension ne s'applique 
qu'aux polyèdres et a donc une signification géométrique élémen- 
taire. 


Théorème 12 (théorème de réciprocité). Si € R° et si tout 
polyèdre de dimension k donnée peut être débarrassé, pour. chaque e >> 0, 
des points de l'ensemble ® par.un e-déplacement de l'ensemble ®, 
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alors l’ensemble © peut être, pour tout e > 0, débarrassé des points de 
tout polyèdre de dimension k, donné d'avance, par une e-modification 
d'une certaine triangulation de ce polyèdre, et inversement. Ici k est un 
entier non négatif qui vérifie k< n —1 

Comme on voit d’après l'exemple de L. Antoine, on ne peut rem- 
placer dans cette formulation les e-modifications par des e-défor- 
mations. 


7. Obstructions homotopiques et nouvelle caractérisation de la 
dimension dans le sens de Urysohn. Nous donnerons une autre carac- 
térisation, particulièrement claire, des compacts de dimension r 
dans le sens usuel de Urysohn. 

Cette caractérisation est basée sur la définition suivante. 

Supposons donnés: le compact D = À”, la boule ouverte U = 
S À" de dimension n, à frontière S"”1, de centre o, et enfin le com- 
pact IS U/fNT où, comme toujours, F — RO. Par déforma- 
tion qui sépare les compacts D et IT dans U, nous entendons une défor- 
mation continue fe, 0 < 6 < 1, de l’ensemble ® |} II qui satisfait 
pour 6 — { à la condition j,IIl — o et pour tout 8, 0 < 8 £L1, aux 
conditions 


(1) fer—zxz pour zEDXU; 
(2) fell aU : 
(3) fe f\ fell = A. 


Nous dirons que D = À” et Il = U peuvent (resp. ne peuvent 
pas) être séparés dans U s'il existe (resp. n'existe pas) la déformation 
qui sépare O et II dans U. 

Sous ces hypothèses nous avons le 


Théorème 13 (théorème des obstructions homotopiques; pre- 
mière formulation). Si O = R° et dim ® = p, alors il existe dans 
R”" une telle boule U et un tel polyèdre TI € U de dimension q que © 
et IT ne peuvent être délacés dans U, tandis que si le polyèdre II est de 
dimension << q— 1, alors quel que soit U le compact ® et le polyèdre TI 
peuvent être délacés dans U. 


Essentiellement le même théorème peut être énoncé d’une autre 
manière. Nous dirons que le compact D R” est une obstruction 
homotopique de dimension p auprès du point a € ® s’il existe un 
ge > 0 tel que pour tout choix de 6 >0, on peut trouver dans 
O (a, 6) N\ F un polyèdre I1, de dimension q tel que ® et Ils ne peu- 
vent être séparés dans © (a, &). 


Théorème 13’ (théorème des obstructions homotopiques; deuxiè- 
me formulation). Le compact O est de dimension p (dans le sens de 
Urysohn) si, et seulement si, © est une obstruction homotopique de 
dimension p auprès d'au moins un de ses points mais n'est nulle part 
une obstruction homotopique de plus haute dimension. 
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Démonstration. Démontrons d'abord que si dim ® — p, 
alors le compact ® est une obstruction homotopique de dimension p- 
dans au moins un de ses points. 

D'après le théorème précédent, il existe un point a € ® auprès 
duquel ® est une obstruction de dimension p (modulo 1). Choisis- 
sons arbitrairement un Ô et un cycle z? de O (a, 6) f} l, qui n'est pas 
une frontière dans © (a, &) NT; soit S"-1 la frontière de la boule 
U = O0 (a, e). Alors. en vertu du cinquième lemme d’enlacement. le 
cycle z? est enlacé avec un certain cycle relatif z7, mod S*-1, situé. 


dans [U] N D. Si zP — (27, æ, ..., z%, ...), alors pendant que 


l'on délace © et le support 2% du cycle z? dans U, les cycles AZ 
dans S"-! restent invariants, et donc leurs supports n’intersectent 


pas z? pendant toute la déformation. On en déduit que la relation 
d’enlacement entre z° et z7 ne varie pas pendant la déformation, de 
sorte que z? et O ne peuvent être délacés dans U. Par conséquent, © 
est une obstruction homotopique de dimension p auprès du point a. 

Démontrons maintenant que si DCR", ddmO=pet "ce 
a UñfNTest un polyèdre de dimension r <q, alors ® et Il” peuvent 
être délacés dans U. 

Soit o le centre et p le rayon de la boule U. Le polyèdre IF est 
situé dans U et, par conséquent (étant un ensemble fermé), il est 
contenu dans une certaine boule O (0, d), d << p. Choisissons un nom- 
bre d’ de sorte que d << d’ <p, et prenons un Ô positif, inférieur à 
d' — det à p (®, IF”). 

Considérons enfin une certaine ô-déformation ge, 0<80<!1/, 
qui applique [0 (o, d’)] N\ ® dans un polyèdre PP de dimension p. 
Pendant toute cette déformation, l’ensemble déformé [O (0, d’)] f] © 
reste disjoint avec Il”, et les points de la frontière S’ de la boule 
O (o, d’) ne pénètrent pas à l’intérieur de la boule © (o, d). Nous éten- 
dons la déformation gs de l’ensemble [O (o, d’}] M] ® à l’ensemble 
[O (0, p)] N Det choisissons d” > d’ si proche de d’ que la déforma- 
tion prolongée ge reste une 6ô-déformation dans [O (o, d”})] N\ ®; par 
conséquent, aucun point de ®, appartenant à l’ensemble [O (o, d’)IX 
NO (o, d'), ne peut pénétrer dans O (o, d). Définissons maintenant la 
déformation fe, 0 < 8 << !/:, de l’ensemble ® de la manière suivan- 
te. Lorsque x € DO (o, d”") (et donc à plus forte raison lorsque 
x E OXU), nous poserons fer = zx pour tous les 8, 0 LS 6 < 1/2. 
Mais lorsque x € (O0 (0, d') X O (0, d’)) NN] D, nous poserons ze = got 
et choisirons en guise de fox le point ys du segment zxx4 déterminé 
par le rapport 


p (ÿe, x) : pre, x) = (d” — p (x, o)): (d” — d'). 


Enfin, lorsque x € O (0, d’) f] ®, posons fexz = gez. Pendant la dé- 
formation fe aucun point de EXO (0, d’) ne pénètre dans O (0, d), 
de sorte que O (0, d) f\ fi, est un sous-ensemble du polyèdre PP. 
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Prenons maintenant pour chaque point rE® et chaque !/,< 
<<! 


Îez = 17 


æt passons à la définition de la déformation fe sur le polyèdre Il’. 
Posons d'abord pour tous les x € IF et 06 <t/, 


Îox = t. 


Pour définir la déformation fe quand {/,<0 < 1, faisons glisser tous 
Jes points du polyèdre IT” en un mouvement uniforme rectiligne dans 
un certain point 0° < O (o, d) f\ F dans l'intervalle de temps {,< 
< 06 Li, le point 0° ayant été choisi de manière à ce que le polyèdre 
TF1 que nous venons d'obtenir du polyèdre Il” (la trace du polyèdre 
TJ" pendant la déformation fe, ‘/<0 < 1) se trouve en position gé- 
nérale avec PP, i.e., dans notre cas. n'ait pas de points communs avec 
PP. La déformation fe, 0 < 0 < 1, de l'ensemble ® |) IT” ainsi dé- 
finie est évidemment une déformation qui délace ® et IT dans U. 


ce qu'il fallait obtenir. Toutes les assertions du théorème sont ainsi 
démontrées. 


Remarque 5. Comme nous montre l'exemple de l’ensemble 
d'Antoine. il existe déjà dans À des ensembles fermés de dimension 
nulle et des polygones fermés simples IT! tels qu'il est impossible, 
en laissant invariants les points de l’ensemble ®, d'effectuer une 
déformation continue qui, en dehors de ®, fasse un polygone IT! se 
contracter dans un point unique. La condition de déformation simul- 
tanée des ensembles ® et IT est ainsi essentielle. 

Il faut croire que le théorème des obstructions homotopiques, 
ainsi que la caractérisation de la dimension par les w-applications, 
respectivement les e-déplacements, et à l’aide des applications essen- 
tielles, attribue à la dimension de Urysohn une place privilégiée par- 
mi les autres dimensions homologiques, tandis que dans le cadre de 
la théorie homologique proprement dite, une telle préférence pour 
la dimension de Ürysohn est à peine possible (il est particulièrement 
difficile de la préférer, pour des raisons purement homologiques, à 
Ja dimension modulo 0). 


$ 6. Quatrième théorème fondamental : solides 
de dimension ? dans les compacts de même dimension ; 
nouvelle spécification de la notion de variété 
cantorienne (les continuums F°’) 


1. Solides de dimension p dans les compacts de même dimension. 
Revenons aux notations du paragraphe précédent, n° 2. Rappelons- 
nous qu’en particulier la dimension d,X d’un compact À modulo m, 
m — 2, 3, ..., est la dimension pour le groupe 7, tandis que 
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la dimension modulo 0 est la dimension pour le groupe À de tous les 
nombres rationnels, et enfin la dimension modulo 1 est la dimension 
usuelle dim. Une remarque analogue s'applique à la notion de solide 
de dimension p, définie à la fin du $ 3 (voir remarque 3). 

Dans notre exposé, le quatrième théorème fondamental sera le 


Théorème 14. Pour chaque m = 0, 1, 2, ... tout compact de 
dimension p (modulo m) contient un solide de dimension p (modulo 
le même m). 


Avant de passer à la démonstration de ce théorème (qui est la 
même pour tous les m = 0, 1,2, . .. sous les conditions indiquées au 
n° 2 du $ 5), remarquons que la définition même du solide de dimen- 
sion p implique que chaque sous-ensemble fermé d'un solide ® de 
dimension p qui n'est nulle part dense dans ©, doit nécessairement 
être de dimension p (modulo le nombre m envisagé). Pour cette rai- 
son, et parce qu'aucun compact n'est la somme dénombrable de ses 
ensembles nulle part denses, l’assertion suivante est un corollaire 
du théorème 14: 


Théorème d’addition. Si le compact © est la somme d'une famille 
dénombrable de ses sous-ensembles fermés D,, alors (pour tout m = 
= 0, 4, 2, ...) le nombre d,O® est le maximum des nombres d,®4. 


Démonstration du théorème 14. Supposons que 
le compact X, situé dans un espace euclidien donné À”, est de di- 
mension p modulo m = 0, 1, 2, ... . En vertu du théorème des 
obstructions, il existe alors dans R” une telle boule U” de dimension 
n et de frontière S"-1 que UT XX contient un cycle z7 (modulo m) 
non homologue à zéro dans U"XX, ce qui signifie, en vertu de la 
proposition 1, p. 224, qu'il existe une variété cantorienne O = X 
enlacée irréductiblement avec z7 dans U”. L'’intersection. ® fN] U” 
n'est pas vide (en effet, 27 = O dans U”; pour ® ff U" = A nous 
aurions UT" = UK O®, i.e. z7 = O0 dans UT" D). Choisissons un 
point a € ® MN U”. Choisissons un voisinage Oa du point a relative- 
ment à ®, de frontière B = [Oa]X Oac ©®, dim B <p —1,et si 
petite que [Oa] & U" f] ©. Posons 


D’ = [Oa] = Oa |j B, D” = (DO) LU BE. 
Alors 
(1) DU Dd'=0, 2NnD’=-82 


et nous sommes dans les hypothèses du théorème d’addition, duquel 
on déduit que le compact B = ©” f] D” de dimension p — 1 con- 
tient un cycle de dimension p — 1 (exponentiel, respectivement con- 
vergent pour le groupe de coefficients R.,), non homologue à zéro 
sur son support B, mais homologue à zéro dans X (même dans 
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[Oa] — ©’ et dans D”). Le théorème 14 est démontré. On en déduit 
immédiatement une proposition qui sera nécessaire au paragraphe 
suivant. 


Corollaire 1 (du théorème 14). Chaque compact. X de dimension 
finie, dim À = p, contient un ensemble de dimension p consistant 
de points principaux. 

On déduit tout aussi facilement du théorème 14 le 


Théorème 15. Soit X un compact de dimension finie, dim X = p. 
A lors il existe dans X un cycle z7-! convergent essentiel de dimension 
p —1 pour le groupe de coefficients À, qui est une frontière, et aussi 
un cycle exponentiel essentiel z7-1 de dimension p — 1 et à support 
B qui est une frontière. 


Remarque 1. Pour les dimensions dyX, Y =, 1», m>72, 


nous avons une proposition analogue au théorème 15, mais dans la- 
quelle on n’affirme pas que les compacts B qui supportent les cycles 
zP-1, vérifient les inégalités dyB << p — 1. 

On déduit aussi du théorème 15 le 


Corollaire. Si X est un compact, dim X = p, alors il existe un 
ensemble fermé DE X de dimension p — 1 tel que: 

il est impossible de trouver une application continue du compact X 
sur un compact Ÿ de dimension dim Ÿ << p qui soit injective sur O. 

En effet, d’après le théorème 1 nous pouvons choisir un ensemble 
fermé O, dim ® = p — 1, de telle manière qu'il contienne un cycle 
zP-1 homologue à zéro dans X, mais non dans ©. Si l'application 
continue f: À — Ÿ est bijective (donc un homéomorphisme) sur ®, 
alors fz?-! est un cycle de f® non homologue à zéro sur f® = Y, mais 
homologue à zéro sur Ÿ ; par conséquent, dim Ÿ > p et notre corol- 
laire est démontré. 

Démontrons maintenant l'inégalité promise depuis longtemps 
(voir p. 219) 


(2) WX >DŸX = DyX 


pour un compact quelconque X € À” et les groupes de coefficients 
A =R, A — 7», m > 2. 


En effet, soit DŸX = p; alors il existe dans X un cycle relatif 


convergent x° mod Ÿ de dimension p, non homologue à zéro, où W 
est fermé dans X ; démontrons alors que ŸY contient un cycle z7-t 
de dimension p — 1 homologue à zéro dans X, mais non dans Y. 


Ceci démontrera dx > pet donc l'inégalité (2). 
Ainsi, soit 


D (Di Mrs Ds) 
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un cycle de À mod Ÿ, non homologue à zéro dans À mod Y. En po- 
sant z2?7! — Ar, nous avons dans W un cycle 


, 1 _p-1 _4 
Pb (UE Le vus) 


homologue à zéro dans X par sa définition même. Si notre cycle 
zP-1 n'est pas homologue à zéro dans Ÿ, alors notre assertion est dé- 
montrée. Soit 7-1 — 0 dans W, précisément 2-1 — Ay?, où yP est 
une Ô,-chaîne de Ÿ et 64 — 0. Alors 


ZP = (xp — yP, zP — yP, ..., æP — yP, . ..) 


est un cycle véritable de X. Démontrons que z? n'est pas homologue 
à zéro dans X : dans le cas contraire il existerait des e,-chaînes 
zP+i dans X, e; 0, de frontières xp — y?, d'où l'on déduirait 
(puisque les chaînes yp sont situées sur Ÿ) que 


zP = O0 sur X, mod Y, 


contrairement à l'hypothèse. 

Puisque le cycle véritable = n’est pas homologue à zéro dans X, 
il existe, en vertu du théorème de convergence, un cycle convergent 
z'? de X pour le groupe de coefficients % qui est également non ho- 
mologue à zéro dans À. 

Alors, en vertu du premier lemme d'enlacement (chapitre 3, 
p. 177), il existe dans R®X X un cycle z? enlacé avec z'?. Pour le 
cycle z*, il existe un ensemble fermé ®O © X enlacé avec lui. Pre- 
nons un point a € ® et un voisinage Ua de ce point (relativement à 
O) suffisamment petit pour que les deux ensembles fermés ®" — 
= (Oa] et D” — DOa soient non vides. 

Il existe alors dans ©” NN] D” un cycle z27-! non homologue à zéro 
dans ®’ NN] D”, mais homologue à zéro dans ®’ et dans D” et, par 
conséquent, dans X. L'inégalité (2) est démontrée. 


2. Spécification du concept de variété cantorienne (continuums 
Vr). Les variétés cantoriennes furent introduites par P. Urysohn 
dans la classe des continuums *) de dimension donnée, comme des 
continuums « particulièrement bien connexes ». Cette connexité 
forte s'exprime justement par la propriété des variétés cantoriennes 
qui sert à les définir: une variété cantorienne de dimension p n'est 
séparée par aucun sous-ensemble de dimension <p — 2. Les exem- 
ples simples nous montrent néanmoins que la « connexité forte » 
d'une variété cantorienne ne nous assure pas de toutes les propriétés 
que nous attendons d'elle. La figure 24 représente un continuum 
plan qui consiste de deux carrés Il, et Il., des rectangles IL, IL,, . .. 


*) Un espace topologique est un continuum s’il est compact et connexe.— 
Note du traducteur. 
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., Ï,, ... et de leurs «linteaux» P,, P.,..., P,, ... qui 
réunissent de proche en proche II, , et Il,, # = 4,2, ..., et ont des 
diamètres 0, —+ 0, de sorte que l'ensemble C — U IL, U U P;: 

0£k<o0 0<hk<o0 


est non seulement connexe, mais s'avère être, comme on vérifie fa- 
cilement, une variété cantorienne de dimension deux. Néanmoins, 
justement parce que les diamètres des rectangles P;, qui joignent 
successivement Il;_, avec Il; tendent vers zéro, la connexité du 
continuum C ne nous semble pas suffisamment « bonne »: on peut 
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aller d'un point du carré IT, à un point du carré IT, en vélo, mais pas 
en automobile! Mais ce défaut n'est qu’apparent; tous les doutes 
quant à la connexité de notre continuum C seront dissipés grâce à la 
définition d'une « variété cantorienne spéciale V? » qui sera donnée 
ci-dessous. 

Nous avons déjà rencontré, dans le $ 4 de ce chapitre, la notion 
de diamètre «PO de dimension p du compact © situé dans un espace 
euclidien (ou hilbertien); rappelons que c'est la borne inférieure de 
tous les eg >> 0 pour lesquels il existe un e-déplacement du compact 
O dans un polyèdre de dimension p. Pour un compact quelconque ® 
on peut définir de manière analogue le nombre &'Pd comme la borne 
inférieure de tous les & >> 0 pour lesquels il existe une e-application 
du compact ® sur un polyèdre de dimension p. Il est évident que 
l'on obtiendra les mêmes nombres si l’on remplace dans les défini- 
tions citées le mot « polyèdre » par « compact ». Il est aussi évident 
que pour dim ® = rtousles &«’?® sont nuls lorsque p > r et «'PO >> 
> 0 pour p <r. 

D'autre part, le diamètre de Urysohn u?® dans le sens du com- 
pact ®, qui est par définition la borne inférieure de tous les £ > 0 
pour lesquels © possède un e-recouvrement (fermé ou ouvert, ce qui 
revient au même) de multiplicité <p + 1, présente un certain in- 
térêt. 

Les nombres &æ®, &'PO et u?® pour un compact donné © sont 
en général distincts, mais nous nous intéresserons pas tellement à 
leurs valeurs exactes, mais à la question de savoir s'il existe, dans 
une classe donnée, de tels compacts qu’un de ces trois nombres prend 
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des valeurs aussi petites que l’on veut. On remarque immédiatement 
que si cela est vérifié pour un des trois nombres, ce sera vérifié pour 
les autres; en particulier, si un des nombres est nul, les autres le 
sont aussi. 
Il est commode en outre de convenir, pour tout compact non 

vide, que 

a"1O = a'"10 =u-1D = 1 
et pour un ® vide 

a”19 = a'710 = u”19 = 0. 


Les variétés cantoriennes usuelles (« continuums de Ürysohn »} 
seront appelées continuums Ü, en particulier les variétés cantorien- 
nes de dimension p, continuums UP. Avant de passer à la définition 
d'une variété cantorienne spéciale, « la variété V », nous voulons. 
changer la forme de la définition du continuum U. A savoir, on a la 


Remarque. Le continuum C de dimension p est un conti- 
nuum UÜP si, et seulement si, il satisfait à la condition suivante : 

Condition (U?). Soient C, et C, deux sous-continuums dis- 
joints du continuum C, chacun d'entre eux contenant des points inté- 
rieurs relativement à C. Alors chaque cloison B entre C; et C; doit 
être de dimension dim B => p — 1 ou, ce qui revient au même, on 
doit avoir a'P-*B > 0. 

La démonstration de cette remarque ne présente pas de diffi- 
cultés. 

Enonçons maintenant la condition principale qui définit les 
continuums PP. 

Condition (V?). Soient C, et C; deux ensembles fermés dis- 
joints du compact C, possédant chacun des points intérieurs relativement 
à C. II doit alors exister un nombre d tel que, pour chaque cloison B 
entre CietC;:,0on a 


(1) a PB> d. 


1] est évident que si le compact © est situé dans un certain À”, 
on peut, sans altérer la signification des conditions (UP), (V?P), rem- 
placer dans l'inégalité (1) le nombre «PB par le nombre a”-*B 
ou (dans tous les cas) par le nombre uP-?B. 

Le compact ® de dimension p s'appelle continuum VP s'il satis- 
fait à la condition (V?). Le compact C s'appelle continuum V si pour 
p = dimC il est un continuum PP. 

Il est évident que chaque continuum V? est en même temps un: 
continuum Ü?; néanmoins, le continuum UP représenté sur la figu- 
re 24 n’est pas un continuum P. 

Les continuums VV? forment une classe topologiquement inva- 
riante, puisque la condition (V?) peut être mise sous la forme suivan- 
te, topologiquement invariante: 
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Condition o. Soient C; et C,; deux ensembles fermés dis- 
joints du compact C qui contiennent tous deux des points intérieurs 
relativement à C. Il doit alors exister un tel recouvrement ouvert fini w 
du compact C qu'aucune cloison B entre C; et C, n'admet de w-appli- 
cation continue dans un compact de dimension <p — 2. 

La démonstration de l’équivalence des conditions YVP et oP 
peut être effectuée à l'aide de simples raisonnements, usuels en des 
<as analogues (voir, par exemple, le livre AP, chapitre 2, p. 165) 
æet peut donc être laissée au lecteur. 

Parmi les théorèmes concernant les continuums V? formulons 
d'abord le suivant: 


Théorème 16. Chaque compart C = R”, de dimension p, irréducti- 
blement enlacé dans une boule ouverte UT = R" avec un cycle 21, 
q =n —p —1À, est un continuum VPr. 


Avant de démontrer ce théorème, déduisons-en quelques consé- 
quences. Comme nous savons déjà ($ 4), chaque compact de dimen- 
sion p, situé dans un À" donné, contient un compact (de même di- 
mension p), irréductiblement enlacé avec un certain cycle, étant 
donc, en vertu du théorème 16, un continuum F?. Ainsi, l'assertion 
suivante, qui semble fondamentale, découle immédiatement du 
théorème 16. 


Théorème 17. Chaque compact de dimension p contient un conti- 
nuum VP. 

Remarquons aussi que pour p — n — À, i.e. g = 0, le théorème 
17 se transforme dans la proposition suivante : 


Théorème 170. Chaque compact qui est la frontière commune de deux 
régions (ou plus) de l’espace R” est un continuum V'”1, 
Pour la démonstration du théorème 16 nous nous servirons du 


Lemme d’Alexander. Supposons que le compact D = ®° | D” 
est situé à l’intérieur du cube Q" = R”, tandis que le cycle x est situë 
dans TV — Q"XO et s'avère homologue à zéro aussi bien dans T” — 
= Q"X ©’ que dans T” = Q"XK®”, les chaînes 2%*' et 1%*1 qui ont 
pour frontières le cycle 2 respectivement dans T° et T” pouvant être 
choisies de sorte que le cycle 21% = 2%*1 __ 29*1 soit homologue à zéro 
dans T, = Q"X(®’ N D”). Alors le cycle 21 est homologue à zéro 
dans T. 


Démonstration (du lemme d'Alexander). Soit 2%*! — 
— Ax%**, où la chaîne z%** est située dans F, = Q" (®° NN D”), de 
sorte que les compacts ®’ fr2** et D” fN] x*? sont à une distance 
positive © l’un de l’autre. En supposant que les simplexes de toutes 
les chaînes z1%**, zx*', 1%* sont non dégénérés et en passant, s’il 
de faut, à leurs subdivisions, on peut admettre que toutes les chaînes 
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nommées appartiennent à une triangulation À du cube Q" et que les 
simplexes de cette triangulation ont des diamètres plus petits que 


le nombre min {5 , P(zx D’), p(x., ®" }. En remplaçant les com- 


pacts O, O’, ®” par les adhérences de leurs étoiles relativement à 
la triangulation X, on peut même supposer que ®, D”, D” sont les 
espaces sous-jacents aux sous-complexes L, L’', L” de la triangula- 
tion X. Choisissons le morceau O'xr1*? de la chaîne *) z%** situé 
sur et envisageons la chaîne y°*! = 2%*! — AOD'z%**; sa fron- 
tière est évidemment Ay* = Az*t = z1, de sorte que pour éta- 
blir l'homologie z? — 0 dans Lil suffit de montrer que la chaîne 
y%*l se trouve ‘dans T', i.e. en dehors de ®’ et ®”. Mais puisque z**, 
de même que D'zt*t et donc AO'r%?, ainsi que toute la chaîne 
y1*! sont situés, évidemment, en dehors de ®”, il suffit de montrer 
que y%*' est situé en dehors de ®”,i.e. D'y®** —0, ou bien D'rt*!.- 
— D'AD'r1**, Mais 


D'r3+1 — (r2+1 —29#t) — D'Ar1+2 — 
= D'A (D'z2+2 + D'xt+2 + Tr9H2) — 
= D'AD'2+2 + (D ND") Azt+2+ (DAT) Aztt?, 


le deuxième et le troisième terme du dernier membre de cette suite 
d'égalités étant évidemment nuls, de sorte que D'rt*t = D'AD'r*, 
ce qui termine la démonstration du lemme d'Alexander. 


Démonstration du théorème 16. Supposons que 
C = R”" est un compact de dimension p, irréductiblement enlacé 
avec le cycle 27, q — n — p —1, dans une certaine boule ouverte 
U". Supposons donnés dans C les ensembles disjoints fermés C;, C: 
avec des points intérieurs ©; € Cy, Ce E CA relativement à C. Trou- 
vons une contradiction à hypothèse de l'existence de cloisons 
B,, B,, .... B,, ... entre C, et C:, pour lesquelles @P-?B, <2,, 
ëe, —> 0. Puisque chaque cloison contient une cloison fine (i.e. nulle 
part dense dans C), on peut admettre sans restriction de généralité 
que la cloison B, jouit de cette propriété. 

Supposons, conformément à la définition d’une cloison, que € — 
= Ay |) By U Dr. C1 Ar, C2 S D,, où À4x, B;, D, sont dis- 


*) Puisqu'il s'agit de chaînes dans À", il est naturel d'entendre par chaîne 
®'r celle que l'on obtient de z=— > ait; en y conservant seulement les termes a;t; 
pour lesquels les adhérences des simplexes t; possèdent au moins un point commun 
avec OO’: si les ensembles ©’, ©” sont des olyèdres sous-jacents aux 
complexes L', L' de la triangulation K, alors ®'z contiendra tous 
les termes pour lesquels le simplexe !, possède une face propre ou impropre dans 
L'. Ceci étant vu, nous entendons par morceau l'x de la chaîne z = > ait} 
la chaîne formée de ceux des ä;t, pour lesquels les adhérences des simplexes 4, 
sont situées dans F, de sorte que p (T: Zs D) > 0. 


17—0139 
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joints, 4, et D, sont ouverts et [4,] N [D,] & B,. Puisque B, n’est 
nulle part dense dans C, on a [4,] U [D,]1 = C. Choisissons les voi- 
sinages O,, O, (relativement à C) des points c;, c., de sorte que les 
distances p (0;, C'\XC:;), i = 1, 2, soient supérieures à un certain 
nombre positif o6,. Puisque le cycle z? est irréductiblement enlacé 
avec C, il existe des chaînes z9*' et 1%*?, ayant ce cycle pour fron- 
tière et situées respectivement dans U"\X (CO) et UTX(CXKO.). 
Nous avons les inclusions 


4 nCesO, zx"'NCeO., 


de sorte que les nombres 0, = p (0,, CC), 0 = p (0:, CXC:) et 
os = pitt | FA CX{(O; U O:)) sont positifs. Supposons que le 
nombre cité c'est inférieur au plus petit des nombres 0,, 01 0©:2, 
O4. Pour chaque k nous avons B, = C\X(Ci U Ce) = CX(Oi U Oh, 
de sorte que p (B,, *1 U r*1) > 6. Le cycle 211 — 29*t __ 721 
possède donc un support . satisfait à l’inégalité p (29*1, B;) > 6 


pour tous les # = 1, 2, .... La chaîne 22*! est en dehors de D} 
et la chaîne z°*', en ‘dehors de À;. 
Ainsi, 
[4] U [D,] — 


[A4] n [D] = B;. 


Le cycle z7 n'est pas homologue à zéro dans U"XC. Nous sommes 
dans les hypothèses du lemme d’Alexander, et par conséquent. le 
cycle z%*1 n'est pas homologue à zéro dans U"\X[4,] N [D,]1, et à 
plus forte raison dans U"B;. 

Supposons maintenant que k est si grand que e, << 0. Désignons 
par PP-* le polyèdre de dimension <p — 2 dans lequel (conformé- 
ment au choix de B,) on peut appliquer le compact B, par un &;,- 
déplacement. Puisque ex <<6, le cycle z%*! reste non homologue à 
zéro dans U" PR”?, ce qui est impossible, car tous les cycles non 
homologues à zéro dans U" PF? ont une dimension certainement 
non inférieure à rn — (p — 2) — 1 = g + 2; la contradiction cher- 
chée est obtenue, et le théorème 16, démontré. 


Remarque 2. Il est naturel de poser la question suivante: 
qu'arrivera-t-il si nous omettons dans la condition (V?) l’existence 
de points intérieurs relativement à C dans les compacts C; et C,? 
Cette question nous amène à considérer uue nouvelle classe de con- 
tinuums (V'P), évidemment contenue dans la classe (F?): un com- 
pact C de dimension homogène p s'appelle continuum V’?, s'il 
existe un © > 0 tel que pour chaque cloison B entre deux compacts 
disjoints C. et C, de dimension p dans C on a l'inégalité 


a PB > 0 
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Nous montrerons maintenant que la classe des continuums (V'?) 
est effectivement plus restreinte que la classe (V7). En outre, nous 
construirons le continuum C, qui est la frontière commune de deux 
régions de l'espace tridimensionnel (c’est donc. d'après les faits 
démontrés, un continuum VP) mais qui n’est pas un continuum V'P. 
Cette classe de continuums (V'P) se trouve donc suffisamment com- 
promise : il est naturel d'exiger que chaque spécification de la classe 
des variétés cantoriennes contienne les frontières communes de deux 


| 
Ù 
Ù 
Ù 
\ 


Fig. 25 


régions (ou plus) de l’espace R” (pour #7 — 2 ce sont les « courbes 
fermées » dans R° et, pour n = 3, les « surfaces fermées » dans RS). 

Ainsi, nous construisons une surface fermée C dans R* qui n'est 
pas un continuum V'?, mais qui est, bien sûr, un continuum FV*°. Un 
élément de cette construction simple est la courbe bien connue Z, 
définie (dans le plan À? muni d'un système de coordonnées carté- 


siennes) comme le graphe de la fonction y = sin + y, OZ <+, 


auquel on a ajouté le segment limite A=[-1 <& y < 1] sur l'axe 
des ordonnées. La figure 25 représente l’image topologique L’ de la 
courbe L, qui diffère de la courbe L proprement dite surtout par le 
fait que le segment limite A’ de la courbe L’ est incliné relativement 
aux deux axes de coordonnées, et toute la courbe est disposée dans 
le demi-plan supérieur. 

EÉffectuons maintenant une rotation de la courbe L’ autour de 
l'axe des ordonnées et complétons la surface obtenue (comme indi- 
qué sur la figure 26) par un hémisphère H*°, de manière à obtenir une 
surface fermée, qui sera le continuum C cherché. La partie bornée C, 
de la surface conique, obtenue par rotation du segment limite A’ 
de la courbe L', est un sous-ensemble du continuum C, nulle part 
dense sur lui. 


Fin 
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En guise de continuum C, prenons, par exemple, un voisinage 
suffisamment petit du point inférieur s de l'hémisphère H? (la « ca- 
lotte » de l'hémisphère H° autour de son pôle sud s). 

On voit facilement qu'il existe entre C, et C, des cloisons de 
diamètre aussi petit que l’on veut, et donc le continuum C n'est pas 
un continuum V’?. 

Des considérations ultérieures concernant les continuums VP et 
Y'P se trouvent dans mon article [8]. On y rencontrera en particulier 


Fig. 26 


la question suivante: est-ce que chaque compact de dimension p 
contient un continuum V’P? D'ailleurs, d'après ce que nous venons 
de dire, cette question nous semble peu intéressante ; à moins que la 
solution soit négative, ce qui serait une autre confirmation du ca- 
ractère définitif de la spécification des variétés cantoriennes donnée 
par les continuums PF. 


$ 7. Surfaces de Pontriaguine 


Dans ce paragraphe nous allons construire pour chaque entier 
m >2 les continuums II‘ de dimension deux — les fameuses 
« surfaces de Pontriaguine » qui possèdent la propriété suivante: 
dim (1% x I) = 3, si m et m’ sont premiers entre eux, et 
dim (T1 x II?) = 4, dans le cas contraire. 


1. Ruban de‘Mæœbius modulo m. Désignons par A l'anneau cir- 
<ulaire plan usuel (on peut supposer, ce qui n’a d’ailleurs pas d'im- 
portance, que cet anneau est limité par les cercles s et s’ de rayons 1, 


$ 7) SURFACES DE PONTRIAGUINE 261 


respectivement 2, de centre commun à l'origine des coordonnées). 
Les deux cercles s et s’ sont supposés appartenir à l'anneau À, de 
sorte que À est un compact. 

Si l’on colle l'un à l’autre chaque couple de points diamétrale- 
ment opposés d'un des deux cercles, par exemple du cercle s’, alors 
l'anneau À devient un ruban de Mœbius que nous appellerons ruban 


de Mœbius modulo 2 et désignerons par la. 

Autrement dit. prenons une décomposition 4, de l'anneau À qui 
consiste des points x € À Xs’ et des couples de points diamétrale- 
ment opposés du cercle s’; alors u, est l’espace quotient de cette dé- 
composition 0. 

Appelons maintenant, pour m >> 2, « m-tuple » de points régu- 
lier (sur s’) tout ensemble qui consiste de m points du cercle s’ qui 
sont les sommets d’un polygone régulier de m côtés. Considérons la 
décomposition 4, de l'anneau À qui consiste des points séparés de 
A non situés sur le cercle s’ et des m-tuples réguliers du cercle s’. 

- L'espace quotient de cette décomposition s s'appelle ruban de 


Moœbius modulo m; on le note u,. Le cercle s = Um, qui reste inva- 
riant, s'appelle bord du ruban de Mœbius u,, (modulo m). 


Remarque 1. On peut dire brièvement que le continuum u, 
s'obtient de l'anneau À en collant entre eux tous les points de chaque 
m-tuple régulier du cercle s’. Ce collage peut être envisagé comme 


une opération combinatoire en imaginant un polyèdre À homéo- 
morphe à l’anneau À et triangulé de manière à ce qu'un des poly- 
gones frontières, à savoir s’, soit un polygone régulier de m côtés. On 
peut alors établir une isométrie naturelle entre les côtés (orientés 
de même manière) du polygone s’, et nous identifions entre eux 
n'importe quels m points de ses côtés qui se correspondent par l'iso- 
métrie indiquée, i.e. nous collons entre eux tous les côtés du poly- 
gone s’. Il résulte de ce collage que la triangulation donnée de l’an- 


neau À se transforme en une triangulation t,, du polyèdre u», tan- 
dis que le polygone fermé simple s’ se transforme en un polygone 
fermé (simple) Àm, à chaque côté duquel s'attachent m triangles de 
la triangulation t,. Le polygone À,, sera appelé bord multiple du 


complexe th (et de son ensemble sous-jacent u,). 


2. Collage des trous. On peut obtenir le plan projectif à partir 
de la sphère S° en y découpant un trou et en le collant à l’aide d’un 
ruban de Mœbius. En découpant dans la sphère plusieurs trous et en 
les recollant par des rubans de Mœbius, nous obtiendrons une surfa- 
ce fermée non orientable quelconque (voir par exemple à ce sujet 
CT, chap. 3, $ 7). 

Toute la construction de la surface de Pontriaguine [1 consis- 
tera d’un nombre infini de collages de trous par des rubans de 
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Mœæbius modulo m (et en passant ensuite à la limite); pour cette 
raison, bien que l'opération de collage des trous paraisse intuitive- 
ment claire, nous en donnerons maintenant une définition rigou- 
reuse. 

Tous les polyèdres envisagés seront des polyèdres P de dimension 
deux, connexes, situés dans l’espace euclidien R5 de dimension 5, 
munis d'une triangulation bien déterminée P — X *). 

Faire un trou dans le polyèdre P signifie en ôter l'intérieur y d'un 
certain polygone convexe y situé à l’intérieur d'un triangle TEK, 


i.e. passer du polyèdre P au polyèdre P\X y. Posons 6 = y\y, en 
désignant par © le complexe de dimension 1 dont l’ensemble sous- 
jacent est o. 

Nous allons coller ces trous par des polyèdres connexes u, de 
dimension deux, en entendant par « bord » du polyèdre u (et de sa 
triangulation —t) une certaine ligne brisée fermée s, qui consiste de 
segments de la triangulation t **). On supposera alors que les lignes 
brisées fermées © et s ont le même nombre de côtés, i.e. sont des 
complexes isomorphes de dimension 1. 

Le collage du trou Y dans le polyèdre P = K est l’opération sui- 
vante: nous construisons dans À° la triangulation du polyèdre nu. 
isomorphe à la triangulation +, de sorte que l’isomorphisme t —+ u 
applique la ligne s sur la ligne o (le « bord du trou y») et satisfait 
à la condition 


(1) (PKHNuE = 


Le polyèdre u s'appelle polyèdre de collage, ou simplement collage 
(du trou y). 
Coller un trou y du polyèdre P signifie passer de P au polyèdre 


(2) Pr = (PUB 


et effectuer ensuite une triangulation K+, de ce polyèdre. Il est impor- 
tant de se souvenir que 


(2°) 6 | am Pi: 


Un collage s'appelle e-collage, si diam up << e ***). 


*) Toutes les constructions peuvent être effectuées dans R4, ce qui n’a 
d'ailleurs pas d’ importance. 
**) En fait le polyèdre L sera toujours par la suite le ruban de Mœbius u,, 
(modulo m) à bord s = s:. 
***) Dans ce cas on a aussi diam (y U Lu) <e; en effet, le polygone y est 
contenu dans l’env eloppe convexe de sa frontière o & y, et donc dans l' l'enveloppe 
convexe du polyèdre u, et cette dernière est de même diamètre que pu. 
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Il est toujours possible d'effectuer un e-collage du trou y dans 
un polyèdre si le diamètre du trou lui-même y. i.e. de sa frontière 


©, est suffisamment petit. En effet, soit diam © <+ . Ilexiste alors 
une boule L’ (o, 5) , Où o € y, qui contient y. Soient a, ...,a,tous 


les sommets de la triangulation +; supposons que les sommets a;, ... 

., 4h appartiennent à la ligne s; appliquons-les sur les sommets 
b,, ..., b, d'une ligne brisée (convexe) o. Appliquons les autres 
sommets 


Zp+1: ._. e…7 a, 
sur les sommets b,41, . . ., b, situés en position générale à l'inté- 
e £ e 
rieur de la boule U (o, z): mais en dehors des plans de tous les 


triangles T;, € X. 
L'application a, —+ b,, k = 1, 2, ..., v, est un isomorphisme 


du complexe + sur le complexe u situé dans U (o, 5) (de sorte que 


diam up <e). 

Du fait que les points b,+,, . .., b, sont en position générale 
dans 5 et sont en dehors des plaus des triangles T; € K, on déduit 
qu'aucun élément (ouvert) du complexe u (autre que les éléments du 
complexe © de dimension 1) n'intersecte aucun élément du complexe 
KX, ce qui implique à son tour la formule (1). 


Définition 1. Dans la triangulation X},, (du polyèdre 


P+1 = (P\y) U u) les simplexes du complexe u peuvent être choi- 
sis et seront choisis d'une manière invariante, tandis que les sim- 
plexes du complexe Æ;, situés sur T forment une subdivision de l'an- 


neau 7 Xy; tous ces simplexes (i.e. les simplexes du complexe pu 


et les simplexes du complexe Æ;, situés sur T' y) s'appellent sim- 

plexes (du complexe X+,) subordonnés au simplexe T € X. 
Remarque 2. Le collage de plusieurs trous y, ..., ÿn 

(choisis respectivement à l’intérieur des triangles T,, ..., T,) par 


les polyèdres p,, . .., u, Se réduit au collage successif de chacun de 
ces trous et ne nécessite donc pas de définition spéciale. Dans ce cas, 


les distances entre les polyèdres Lu, ..., 1, sont toujours positives. 


Définition 2. Nous dirons que le polyèdre triangulé Ke 


s'obtient du polyèdre triangulé ÆÀ, par un e-collage si l’on a choisi 
dans chaque triangle T;., € K, un trou y,., et si on l’a collé par 


un polyèdre uh.1, chaque collage étant un e,-collage. Il faut se 
rappeler que les bords ©6:.; de tous les trous collés sont contenus 
dans le polyédre K ;+1. 
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La définition 2 implique que la distance de Hausdorff *) 
adh (Æ», Kh+1) entre les polyèdres K,, K +, est inférieure à e. 


Remarque 3. Le lecteur aura saisi l’analogie entre cette 
construction et celle des « e-modifications » des complexes exposée 
au $ 5. 

Le processus de construction des compacts de R5 par collage con- 
siste à construire, dans un domaine borné, par exemple dans la boule 


unité Ü de l'espace R5, une suite de polyèdres connexes triangulés 
(3) OUR COR COLE 


dans laquelle le premier polyèdre À, est arbitraire et chaque polyédre 


suivant À ,+, s'obtient du polyèdre précédent À, par un e,-collage, 
où {e,} est une suite de nombres positifs qui décroît si rapidement 


que la suite (3) converge (dans l'espace métrique F (CU) de tous les 
compacts situés dans Ü) vers un certain continuum ® = lim Æ,*#*). 


Rh—00 
Le continuum de Pontriaguine II" s’obtient de cette manière si 
l’on prend en guise de polyèdre X, le triangle fermé T7, et que l'on 
effectue tous les collages (transformant X}, en K},;,) par des rubans 
de Mœbius modulo m», en imposant des conditions de décroissance 
suffisamment fortes sur les nombres &,; ces conditions seront main- 
tenant exposées; on les supposera toujours satisfaites par la suite. 


3. Suite de l'étude et conditions imposées sur le processus de col- 
lage. Nous allons toujours supposer que le polyèdre initial À, est 
un triangle équilatéral T, de côté 1. 

Comme nous savons, le triangle Th+1.; € Kh+, s'appelle subor- 
donné au triangle T'}.; € K}, dans chacun des cas suivants: 

a) T'h+1,j est situé sur T hi . Yh.is 

T'h+1.7 E hi 

Le triangle T,,».; (où p > 1) est dit subordonné au triangle T'». ; 

s’il existe une suite de triangles 


Li, ds T p+u is 9 Thtpii, 9 T'h+p,; 


(qui commence par T',, et se termine par T+p,3) dans laquelle 
chaque triangle (sauf, bien sûr, le premier) est subordonné au pré- 
cédent. 


*) La distance de Hausdorff adh (4, B) est par définition la borne infé- 
rieure de tous les £& > 0 pour lesquels À € O (3, €) et BCO(A, e); relative- 
ment à cette distance, l'espace des sous-compacts d'un compact donné est com- 
pact (voir C. Kuratowski [2]). 

**) Pour la convergence de cette suite il suffit d'exiger par exemple que 


la série > Eh converge. 
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La définition suivante est fondamentale pour la suite. Si Ts 
est un triangle quelconque du complexe X},, on appelle morceau du 
complerze Kh+n situé sur Ty. le sous-complexe fermé @Q;4p (T n.1) 
du complexe X},}, consistant de tous les triangles T,:, € Kh+p 
subordonnés au triangle T,, et de tous leurs côtés et sommets. Il 


découle de notre construction que la frontière sh4 = Ty N Ti 
du triangle T,., est contenue dans l'ensemble sous-jacent 


Ohtp (Ts) au complexe OQ,:, (T4) pour tout p 1, et l'on. 
appelle donc Cn.; bord du complexe Qn+o (T h.:) pour * tout p > 1. 

La frontière s, du triangle initial T, s'appelle bord du complexe 
X }, (pour tout ). 

Maintenant, en suivant l'exposé de Boltianski [1], nous allons 
définir, en même temps que la suite (3), les nombres positifs £,, en 
commençant par &, — 1, de manière à satisfaire aux conditions sui- 
vantes: supposons que les complexes X,, ..., À, ont déjà été 
ue ue et les nombres e,, ..., e, déjà choisis. Posons e;;, = 


=; TE Exigeons que le passage de X, à Æ,+, soit un e:4,-Collage 


et que les diamètres de tous les éléments du complexe X,+, soient 
inférieurs à €1:,. Désignons ensuite par e,,, un nombre positif in- 
férieur à la plus petite des distances entre deux éléments disjoints 
arbitraires du complexe K,;,; on a alors &,+, << eh+, (car &,+, doit 
être, en particulier, plus petit que la distance entre deux sommets 
quelconques du complexe Æ,., et donc plus petit que le diamètre 
de tout élément de ce complexe, qui est à son tour <<€)+;). 
Ainsi, 


ea Eh < Ë 
(4) diam Uh, i 3° diam Th+1, Î < 3.9h 


quel que soit i = 1, 2, ..., r, (où r, est le nombre de triangles 
dans le complexe X};). 
On déduit de ce que l’on vient de dire 


diam Th, < diam Ones (Ta ;) diam Th, ; + diam fa. <À- HE +. 


Par conséquent, si l’on désigne par 6, le maximum des diamètres 
des ensembles Q,:,(T »:), on a 


(5) ôn < + 


Le passage de K, à K,+, consiste à remplacer chaque triangle T,,€ 
€ K, par le polyèdre Q;,+, (Th. ;) Situé dans un ô,-voisinage du 
triangle T;,,, (qui se trouve, à son tour, dans un Ô,-voisinage du 


polyèdre Qu (Th,;)). Chacun des deux polyèdres KE, hi est 
donc situé dans un 6,-voisinage de l'autre, i.e. nous avons l’inéga- 
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lité suivante pour la distance de Hausdorff entre ces polyèdres: 


adh (Æn, Ene) < Fe 


On en obtient alors que la suite des polyèdres connexes 
(6) Ko, K,, ._. K, CR 


est une suite fondamentale dans l'espace métrique compact F (U) 


de tous les ensembles fermés, situés à l’intérieur de la boule U de 
rayon 2, de centre au milieu du triangle 7,. Puisque la suite (6) 


converge vers un Certain continuum *) © situé dans la boule U. 
Nous dirons de tout continuum obtenu par le processus décrit comme 
limite de la suite (6), toutes les conditions exposées ayant été véri- 
fiées, qu’il est obtenu « par collages ». 


Remarque 4. Si la frontière s,, de tout triangle T,, est 


contenue dans Qh+p (T ,1) pour tout p, elle sera donc contenue dans 
le continuum limite ®. 
La suite 


Ti, GE (Ti), . Orip (T hi) 


(où h => 0) converge également vers un certain continuum ®,, = © 
que nous appellerons morceau du continuum © situé sur le triangle 


fermé T,,. La frontière s,, du triangle T},; est alors contenue 
dans ®,,; et s'appelle bord du continuum ©,.:. 

La frontière s, du triangle T, s'appelle naturellement bord du 
continuum ©. 

Si Æ} est un sous-complexe de dimension homogène deux du 
complexe Æ ,, alors la réunion de tous les compacts O,;, construits 
pour tous les triangles TT}: € K»h, sera appelée morceau du conti- 
nuum © situé sur K};; nous le désignerons par ® (X;). Il est évi- 
dent que nous avons pour deux sous-complexes Æ} et K; 


(7) D (Ki U Ki) = D (Ki) U D (Æ5). 


Enfin, en ôtant de D, la frontière s,, du triangle Th, nous 
-Obtiendrons l'ensemble Q,;, appelé morceau du continuum © situé 
sur le triangle ouvert T1. 


*) La limite C de la suite des continuums C}, & = 1, 2. 3, ..., est un 
continuum. En effet, dans le cas contraire € = F, U F,;,où p (F;, Fe) = d > 0. 
En choisissant les <-voisinages U,=0 (5. +) » Ua=0 (Fe +) , nous 
aurons pour k suffisamment grand : Cy € L'iU Ua, Ci = Vin Cr AA CR = Un 
NCr ÆA, Cy et Ci sont des ensembles fermés non vides, C}; = CE U C;, 


P (Cr Ch) > + > 0. Contradiction. 
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Lemme 1. Si l'intersection des triangles fermés Th; et Th 
est vide, alors il en sera de même de l'intersection ®,. ; ND: :-. 
En effet, il découle de nos hypothèses que 


P(This Tas)>en diam Qnp(Tni) < 


3.2P ? 


diam Ohtp (Th, à) or , 


par conséquent, ®,,, et ®,,: sont situés respectivement dans des 
Fa (5++ +... )-voisinages des triangles 7; et Thz, i.e. 


1 su s 32 
dans leurs 7 €n-Voisinages, d'où découle le lemme. 


Lemme 2. Si ThiNTh ; Æ À, i.e. les triangles T,,, et Th; 
possèdent un sommet ou un côté commun 1 = Sp, ;{\Sn, i, alors 


Oh. à ND, à = L. 
I1 suffit de démontrer l'inclusion 
Dir Dnr St. 
Choisissons arbitrairement € >> 0. Il faut démontrer que 
Dai N On x = O(L, E). 


Prenons pour cela un si grand p que tous les O(7,:,,;), où 
Th+p.5 EKh+ps Sont de diamètre inférieur à e. Représentons le 
complexe O+p(Tn.:) comme la somme de deux sous-complexes 


Qntp (Tn,1) = Qi UQi, 


où Qi consiste de tous les triangles du complexe @44,(Tx.i) 


adjacents à ?, de leurs côtés et sommets, tandis que @; désigne le 
sous-complexe du complexe Q,:,(Tx:) consistant de tous les 
autres triangles (non contenus dans Qi), de leurs côtés et sommets. 

Représentons d'une manière analogue O,:,(Th;) sous la 


forme 
Qh+p (Th, ir) = Qi. ( Qi. 


Alors @; et ©; sont des sous-complexes fermés disjoints du 
complexe K}+,. de sorte que 


(8) D(Q:) ND (Q:) = A. 
Mais 


On i = D (Qn+p (Th. 1)) = D (Qi) U D (Qi) 
et aussi 


Di = D(Q)UD (Qu), 
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donc (en se servant de (8)) 
On: ND, à = (D (QE) ND (QE) U (D (OH) ND (QI) U | 
U(D(QHND(Qi)) = DO) UD(Q)S=O(E, e), 


ce qu'il fallait démontrer. 
On déduit des faits démontrés que 


(9) Dai N DK NT = Shi 


«= 


d'où découle à son tour le 


Lemme 3. L'ensemble 
Quiz Dyixsni = DO XO(KE NT.) 


est ouvert dans D. 
Posons maintenant 


Th 


Th 
Qu = UOQ,;:, Li = Ù sh: 
41 i= 1 


Nous avons @,/fNLy = À, Q,ULy = ©. L'ensemble Q, est ouvert 
et se décompose en ensembles ouverts disjoints @, ;, dont les dia- 
mètres sont aussi petits que l'on veut (pour = suffisamment grand), 
d'où il découle que NQ: — Q est un ensemble de dimension nulle 


(du type Ga). 
L'ensemble Z — UL, est un ensemble (du type F,) qui est la 


h 
somme d'une quantité dénombrable de segments; il est donc unidi- 
mensionnel en vertu du théorème d'addition. On a donc, d’après la 
formule de Urysohn *), 

14 = dim ZL< dim O < dim @ + dim L + 1 = 2. 
Ainsi, 
Lemme 4. La dimension du continuum © est inférieure ou égale à 2. 
Remarque 5. Si les polyèdres de collage sont homéomorphes 
à l’anneau circulaire plan, et si l’un des deux cercles frontières est 
choisi pour bord, alors on obtient à la limite un continuum unidi- 


mensionnel ® (à savoir, un continuum homéomorphe au tapis de 
Sierpinski ; le lecteur le démontrera sans difficulté). 


4. Surfaces de Pontriaguine. Supposons maintenant que tous les 
complexes de collage sont des rubans de Mœbius u, modulo m = 
= 2,3, ... . Alors le continuum © obtenu à la limite est par défi- 
nition le continuum de Pontriaguine 11°”. Le continuum ®,,; 
pour tout triangle T',., € K,, quels que soient het i = 1,2, ..., rp, 
se construit à partir de T',.; € K}, exactement de la même manière 


*) Voir le livre [AP], chap. 2, p. 180. 
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que l’on a construit ® à partir du triangle T,. Tous les continuums 
®,., sont donc homéomorphes au continuum ©. 
Démontrons qu'ils sont tous de dimension deux: 


dim D,,;, = dim ® = 2, 


de sorte que l'appellation « surface de Pontriaguine » est justifiée. 
Rappelons-nous tout d’abord que nous distinguons, sur chaque 


ruban de Mœæbius triangulé 11,,, premièrement, son bord s (qui con- 
siste de tous les segments auxquels adhère un seul triangle de la 
triangulation u,) et, deuxiémement, son «bord multiple» (qui 
consiste de tous les segments auxquels s'attachent m triangles). En 
ôtant de u, le bord et le bord multiple, nous obtenons une pseudo- 
variété ouverte orientée a}, qui est en fait une variété homéomorphe 
à l'anneau plan ouvert (i.e. à l'anneau auquel on a ôteé les deux cer- 
cles frontières). Ayant orienté de même manière (d’une des deux 
manières possibles) tous les triangles de la pseudo-variété ouverte 
un et ayant muni tous ces triangles du coefficient 1, nous obtenons 
sur un un Cycle entier r° de dimension deux. Sur le complexe u,, 
la chaîne x° est un cycle relatif mod (s [ s’). Puisque tous les ses- 
ments situés sur s’ figurent dans la chaîne Azx* avec les coefficients 
+m, la chaîne r° sur u,, est un cycle relatif mod s relativement au 
groupe de coefficients Z,, et l’on a Az° = :! (pour le groupe 7), 
où z! est un cycle de dimension 1, le bord s du complexe u,, avec 
l'orientation appropriée. 

Revenons aux complexes Æ, ; ils contiennent tous les frontières 
So du triangle T7, dans la subdivision s, induite par Æ,. Choisissant 
une fois pour toutes une orientation bien déterminée du triangle 
T, (et donc de sa frontière s,), transformons cette frontière (ainsi 
que chacune de ses subdivisions s,) en un cycle z! (de dimension 1), 
respectivement z,. Nous obtenons un cycle entier convergent de 
dimension 1 


2m (5,2: is 2h sa) 


qui peut être envisagé comme un cycle pour tout groupe de coeffi- 
cients Z,, q = 2, 3, ... . Ce cycle n’est évidemment pas homologue 


à zéro sur son support s. 

Démontrons que le cycle z! = 0 dans O = Il‘ pour le groupe 
de coefficients Z,, ce qui démontrera que d,.I1""” > 2 et, puisque 
dl = dim II < 2, que l’on a l'égalité d,I1” = dim H°® — 
— 2: 

Il suffit de démontrer que z — 0 dans XÆ, (pour le groupe J,). 
Pour le faire, nous choisirons maintenant de telles orientations tà 4 


de tous les triangles T,:E€ K, qu’en posant DE: 4, NOUS 
aurons 


Arf, = à (pour le groupe J,,). 
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Les orientations t£ seront choisies par récurrence sur À. L'orientation 
t5 du triangle 7, a déjà été choisie et At5 = z!. Supposons que les 
orientations tx. 4 ont été choisies. Choisissons les orientations t%41. ;. 
Chaque triangle T,:,.; est subordonné à un T,,, unique; il est 
contenu soit dans T,;, soit sur le ruban de Maæbius u},,; collé au 
trou Vh,i° 

L'orientation choisie 1%: détermine l’orientation de chaque 
polygone convexe situé dans le triangle T},,, et donc l'orientation 
ti js Si Th+1,, est contenu dans T,;, ainsi que l'orientation de 
la frontière ©; ,; du trou y, ;. Orientons maintenant tous les trian- 
gles du ruban de Mæœbius u,,,, de sorte que le cycle fondamental 
zh.i, déterminé par cette orientation, de la pseudo-variété u,,; 
vérifie 

Athi = +Op4. 


Répétant cette construction pour les trous y,.; de tous les simplexes 
Th: € Kh nous obtiendrons de telles orientations t41,; de tous 
les triangles T',+1.; que ADit1,; = 2h. Notre but a été atteint. 


5. Produit de deux surfaces de Pontriaguine. Soient 
= N° = lim X, et © = N°7 = lim K; 


deux surfaces de Pontriaguine obtenues à partir des triangles 7, et 
T, de frontières s, et s, par collages de rubans de Mœbius u,,, res- 
pectivement lim. 

Les continuums ® et ®’ sont situés respectivement dans les 
espaces euclidiens de dimension 5 R5 et R'5, dont le produit est l’es- 
pace euclidien R1° de dimension 10. Il contient le produit ® x ®’ 
des continuums ® et ©” ainsi que le produit À, X K} des com- 
plexes X}, et X} pour tout k. 

Le produit X, X K} est un complexe de dimension 4 consistant 
des polyèdres convexes Th: X Thar (où Th, Th: sont des 
éléments quelconques des complexes X},, K;). La subdivision bary- 
centrique (Æ, X Æ»), du complexe X, X K% est un complexe sim- 
plicial que nous désignerons par C,. Le sous-complexe (s X X:) U 
U (ÆK}, X s’) du complexe X, X K} (respectivement l’ensemble sous- 
jacent) sera appelé bord et désigné par B, (respectivement B;). Puis- 
que dim ® = 2 et dim ®" = 2, on a dim (® X ®')< 4 *). 

Supposons maintenant que 


(10) dim (D x ®') = 4 
et étudions en détail ce cas. 


En vertu du corollaire du théorème 14 du paragraphe précédent, 
le compact ® X ®’ contient l’ensemble W de dimension quatre de 


*) Voir le livre [AP], chap. 5, p. 344. 
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points principaux & — (£ X E’) E D X ©’. D'après la remarque 2 
du paragraphe 3 (p. 225), on a en chaque point & € W la condition 
suivante : 

Quel que soit le voisinage suffisamment petit OÙ du point & 
(voisinage relativement à ® X ®’) de frontière B — [OË]X OË, 
l'ensemble [Of] possède un cycle exponentiel relatif :* mod B, de 
dimension quatre, non homologue à zéro dans [OË] mod B. 

L'ensemble L = ©® (défini au n° 3, p. 268) et l’ensemble analo- 
gue L’ = ®” sont unidimensionnels, et leur produit Lx L' = 
= O X OO’ est de dimension deux; puisque l’ensemble © X ©" est 
par hypothèse de dimension quatre, il existe des points = (£,£")E€ 
€ W qui n’appartiennent pas à l’ensemble (® X ZL') U (L X O), 
i.e. tels que leurs coordonnées Ë; £” ne sont contenues dans aucun 
des polyèdres unidimensionnels L, L'. Ayant fixé un tel point £ € W, 
choisissons &e si petit que, quel que soit le e-voisinage OË, il existe 
dans [OË] un cycle relatif exponentiel z° mod B, B = [OË]XOË, 
non homologue à zéro dans [O0] mod PB. Prenons ensuite un si grand 
N que pour k > N tous les éléments des complexes X,, K} soient 


de diamètre << +. Soient T1 € Ky, Th; € Ki de tels triangles 


que EE D,:, EE Di; Alors, conformément au choix du point 
&, on a nécessairement 


EEDrisni = Qu E EE Day = Qhs. 


L'ensemble @Q,. X Q:.; ouvert dans OX’ est un e-voisinage 
OË du point & — (6, E’) à frontière 


(11) Bi, = (Dh: X Shj) U (Oé,5 X Shi) 


et [OË] contient donc un cycle relatif exponentiel z* mod B,;.; qui 
n’y est pas homologue à zéro. 
Ainsi, nous avons démontré le 


Lemme 5. Si l’on a dim (® X ®') = 4et hest suffisamment grand, 
alors il existe toujours de tels triangles T,,, € K, et T,.,€ K; que 
le continuum ®O,; X ®n,, contient un cycle relatif exponentiel 
z* mod B;, de dimension quatre où la frontière B;, de l'ensemble 
ouvert Qh.1 X Qn.; est donnée par la formule (1). 

Mais les continuums ®,.;, et ®, ainsi que ®;,; et ®’, sont ho 
méomorphes, et par conséquent le lemme démontré peut étre for- 
mulé de la manière suivante: 


Lemme 5’. Si dim(® X ®") = 4, alors il existe sur D X O' un 
cycle relatif exponentiel :* mod B de dimension quatre (où B — 
— (D X s;) U (so X D’)), non homologue à zéro dans ® X D’ mod B. 


6. Deux lemmes d’approximation. Le premier est presque évi- 
dent, c’est le 
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Lemme 6. Le continuum © = RS, pour un e >> 0 quelconque, peut 
être, pour h suffisamment grand, appliqué par ur e-déplacement sur 
le polyèdre K, en laissant invariants tous les points du bord s, = 
= T,\XT)o du continuum ©. 

Pour la démonstration, prenons un À si grand que diam ®,, < 
<+ pour tout Z,:E€ K», et projetons perpendiculairement le 
continuum , ; dans le plan À; du triangle T,.;. Cette projec- 
tion tps D; — Risest un déplacement pour lequel l’ensemble 


NniDhiNT ni Se Fi: peut être non vide. 

Désignons par p: Ra —+ Th; l'application identique sur T;,,; 
et définie sur Rÿi: Th; comme projection centrale sur la fron- 
tière du triangle 7 ,,. L'application 


bn = Pan DOpi + Ti 


du continuum ©®,;, identique sur le bord s,.; = FT est 
en outre un e-déplacement. 


En effectuant l'application %Y,:: Or; — T4 pour chaque 
Th Th 
T,,;: E K, et en se rappelant que D = U D,4, s = Ln = UÜ spa 


nous obtenons un e-déplacement +,: ®—K,, identique sur s. 
Le lemme 6 est démontré. 


Remarque 6. On démontre sans difficulté que l'application 
Yu Dr: Tan: est essentielle, d'où l’on peut déduire que le 
continuum ®, ;, ainsi que le continuum © qui lui est homéomorphe, 
est de dimension deux. 

Le lemme 6 est nécessaire pour la démonstration du lemme fon- 
damental suivant: 


Lemme 7. Soit 
O = lim À, <= R5, 
D'=lim£, SR, DxO®O'SRs x R5— RU. 


Soient B = (s" X ®) U (®" XSs), respectivement B, = (s° X K})U 
U(Kh X s), le bord du continuum © X ©”, respectivement du polyèdre 
K, x K}. Supposons que dans © X ©’ l'assertion du lemme 4 est 
satisfaite, i.e. il existe un cycle relatif exponentiel :* mod B, de dimen- 
sion quatre, non homologue à zéro dans (® X ©”) mod B. Alors pour 
chaque & >> O suffisamment petit, et chaque entier naturel N, suffi- 
samment grand, il existe pour h>N, dans le complerze C, = 
= (K, X Ki), un cycle relatif z° mod (B;),, pour un certain groupe 
I, non homologue à zéro dans O (K, X K}, e) mod O (B,, e). 
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Démonstration. Choisissons 8>>0 si petit que le cycle 
2° —(z4,5i,..., 2%...) soit non homologue à zéro dans O (O x ®',6e)æ 

 Ri° *) mod B. Choisissons ensuite un N, si grand qu'il existe, 
en vertu du lemme 5, des e-déplacements 


db: DK, ÿ: DK; 


identiques sur les bords S et S’ des continuums ® et ®’. Nous 
avons alors le 2e-déplacement = (D x Ÿ'): (D X D')—>(K} x Ki) 
pour lequel pB= B:. Le cycle pz* est donc un cycle relatif de 
(Kn x K;) mod B,; démontrons que æz +0 dans O(K,x K:;) 
mod O(B;, e). Soient 


PS — (2, Pis... Pas c..) 


où : sont des Ô,-cycles dans O X ®’ mod B, les ®z sont des 
ô,-cycles **) dans À, x À; mod B», 6, —+0. Désignons par zx, res- 
pectivement zx}. le prisme du déplacement œ, basé sur :4, 24. 
respectivement sur Az£, qAzi. Alors ***) 


(12) Axk = 2, —pz}, — x. 


Les prismes x} et x; sont des (2ez + 6,)-chaînes (voir chapitre 2, 
$ 5, p. 118); par ‘conséquent, pour un k suffisamment grand, chaque 
simplexe de chacun de ces prismes est contenu dans une boule de 
rayon 3e et de centre dans un des sommets (de ce simplexe) situé 
dans l’ensemble OX ®’ (au moins un tel sommet existe dans cha- 
que simplexe des chaînes x# et zxi). 


Par conséquent (pour un k suffisamment grand) les supports des 
chaînes x£ et x£ et de toutes les chaînes qui figurent dans la formu- 
le (12) sont situés dans O (D X ®”, 3e). 

Supposons maintenant que œ#— 0 dans O(K, X K%, e) 
mod O (B», e). Alors il existe dans O (kr x K}, e) de telles chaînes 
Ur que 


(13) AYR = QG + Yh, 
où y£ sont des chaînes situées dans O (B,, e). On a 


= (2% — Pa) + px 


*) L.e. qu'il existe des =} de numéro k aussi grand que l'on veut, qui ne sont 
la frontière (mod B) d' Aieune chaîne de l’ouvert O (® X ®’, 6e) € R1. 
*+*) Si si et @z} sont respectivement des 6,- et Ô s-cycles, nous désignons 
par Ô, le plus grand des nombres 6;, 6;. 
*+*+) Ici et partout dans la suite les chaînes munies de l'indice X ont pour 
groupe de coefficients le même groupe que 4. 
18—0139 
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ou, d’après les formules (12) et (13), 

| zh = (Az + 2h) + Ays — y, 
1.0. 

(14) 2 = Ar + yx) + (zh — y), 


où rx! et y, sont situées dans © (B, 3e) à partir d’un k suffisamment 
grand. 

Effectuons un 3e-déplacement dela chaîne x}, — y, en rempla- 
çant chacun de ses sommets par le point de l’ensemble B le plus 
proche; nous obtiendrons d'après la formule (14) l’homologie 


z, — O0 dans O (® X ®”, 6e) mod B 
£ 


vérifiée pour tous les À suffisamment grands, ce qui est en contradic- 
tion avec la définition du cycle z*. 

Ainsi, @z + 0 dans O (C,, e) mod O (B;, e). Considérons main- 
tenant le complexe simplicial C, = (Xx X Æ%), et désignons par ô 
le nombre de Lebesgue du recouvrement « constitué des étoiles 
ouvertes des sommets du complexe C;. 

Parmi les cycles relatifs @z; mod B,;, non homologues à zéro 
dans 

O (Cn, e) mod O (B,, e&), 


il existe des cycles @z, avec À aussi grand que l’on veut, et donc 
tels que tous leurs simplexes ont des diamètres inférieurs à ô. Choi- 
sissons un tel cycle pz£ et appliquons-le, par un déplacement cano- 
nique relativement à w, dans un cycle relatif u, du complexe 
Ch mod B;. Tout ce déplacement s'effectue à l’intérieur du polyèdre 
Cn (puisque chaque sommet de la chaîne qz est appliqué dans un 
des sommets de son support dans le complexe C:). Donc, 


pzé — uf dans C, mod B, 
et 
u} + 0 dans O (C,, e) mod O (B, e). 


Le lemme 7 est démontré. 


7. Démonstration de l'inégalité dim (11° X 11°?) < 3 lorsque 
mn et m' sont premiers entre eux. Soit 


D=N%=limxXr, O'=N"/limk;, (m,m')=1. 
Appelons bord du complexe Æ, X X} le complexe 
Br = (KnX #) U (so X Ki). 


Appelons bord multiple 2, du complexe Æ, la réunion de tous les 
bords multiples de tous les rubans de Mæbius, i.e. la somme de tous 
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les éléments de dimension 1 du complexe X,; auxquels adhèrent m 
triangles. D'une manière analogue, le bord multiple À, = X; du 
complexe Æ} consiste de tous les segments auxquels adhèrent m’ 
triangles du complexe X;. 


Appelons bord multiple du complexe X, X K} le complexe 
An = (Kn X À) U (r X K»); 


l’ensemble sous-jacent s'appelle bord multiple du polyèdre X, x 
x À, = R°. 

Nous voyons que l’on peut affecter à tous les triangles T,;€ 
€ K}, de telles orientations {5.; que à — 2ithA soit un cycle relatif 


mod s du complexe X’, pour le groupe 7, ; d'une manière analogue, 
Jes triangles T}. ; € À, peuvent être munis de telles orientations 


12, que v'? — DH: soit un cycle relatif mod s, du complexe X; 


L 
pour le groupe 7». Les complexes Mi= K} X (A4 U so) et ME — 
— K}, X (A U s) sontdes pseudo-variétés ouvertes orientables de 
dimension 2, et les chaînes 1? et v} sont leurs cycles fondamentaux 
(orientations). 


Démontrons que les complexes cellulaires formés de polyèdres 
convexes *) 


Mi = (Kn X Ki) X (An U Br) 


sont des pseudo-variétés ouvertes orientables de dimension 4. En 
effet, désignons par T};, respectivement T}';, les éléments de 
dimension 1 du complexe Æ},, respectivement du complexe X;. 
Alors les éléments de dimension trois du complexe X, X Æ}; sont 
de la forme Ti1 X Th; et Th, X Th; où T5:, Ti: sont des 
triangles quelconques appartenant respectivement aux complexes 
K} et K'}. 

Démontrons : si T} est un élément quelconque de dimension trois 
du complexe M}, alors il existe exactement deux éléments de dimen- 
sion quatre du complexe Â{* qui ont le polyèdre Ti pour face. Soit 

n = Th; X Thai (le cas Th = Th; X Tia est analogue); puis- 
que Th — Ti; X TR; n'appartient pas au complexe A4 |) B;, 
alors 7%; n'appartient pas à À; U 5. Il existe donc exactement deux 
triangles 7%, et 732 de côté 7} ;. Alorsles éléments de dimension 
quatre Tia X Ti et Theo X Th; du complexe M} ont une 
face commune de dimension trois Ti; X Ti. Il n'existe pas de 
troisième élément du complexe Af} ayant pour face Th, X Ti ; 
un tel élément devrait être de la forme T5: X Ty, le triangle 


Th. x devant avoir pour côté T}.;; mais alors 752 est nécessaire- 
ment soit Th,41, soit Tho. 


*) Les complexes M?, M}, M} sont même des variétés (combinatoires) 
ouvertes. 
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Démontrons que deux éléments quelconques 7%: X T; et 
Tir X Th: du complexe M peuvent être liés par une chaîne 
d'éléments de dimension quatre, tels que deux éléments voisins 
possèdent une face commune (de dimension trois). 

Soient 

Ti, Th is ... Th ir Ti. k 


et 
C2 | ,® ve CA 
Ti hrs ….. VÉRETe Th: 


les chaînes de triangles qui joignent (dans *, respectivement dans 
M'*°) les triangles T$.1 et Tr, respectivement T ; et TT}. On 
peut alors lier les éléments T5,: X TK; et Tin X TH°r par 
exemple par la chaîne 


aan (Th: X Th 54), ….) (Ts X This), (TR: X Tu). 
(Thu X Tu), (Th. is X Tri): ….. (Th X Ti), (Th. h Th 1). 


Ainsi, M} est une pseudo-variété ouverte de dimension quatre. 

Démontrons que M} est orientable. Pour cela, considérons les 
cycles fondamentaux z° et z'* sur les pseudo-variétés orientables A1 
et M}° et montrons que leur produit *) zt — z2 X z'2 est un cycle 


(entier) sur M$. En effet, 
Agi = (AZ X 52 +e(zz X Az"), e = +1. 


Puisque Az? est situé sur À; U s, et Az’? sur Àg U s, alors Azf est 
situé sur Az U B, et donc z* est un cycle (non nul) de la pseudo- 
variété ouverte 4/;. On peut donc donner les orientations fi, ; aux 
polyèdres convexes Ti; — Tÿ,; X Th; de sorte que la chaîne 


soit de la forme dt (où # sont les mêmes t{ ; dans une nouvelle 
R 
numération). 


*) Le produit topologique des polyèdres X<R'retŸ © RM", donnés avec 
leurs triangulations X et Ÿ, se présente naturellement sous forme de réunion de 
polyèdres convexes disjoints T? X TT et se transforme dans un complexe cellu- 


laire X X Ÿ si l’on choisit l'orientation de TP X T{ pour les orientations don- 


nées 1? et 11 dessimplexes 7? et TT conformément à l'orientation du plan RP+4— 
— RP X R1, les orientations des plans RPet R9 ayant été choisies conformément 
aux orientations t} et 11. Dans le cas des polyedres de dimension deux que nous 
envisageons, tous Îles raisonnements sont intuitivement clairs et seront facile- 
ment retrouvés par le lecteur. Ensuite, pour deux chaînes quelconques rP € 
€LP(X,I1)ety3E La(Y. 1). définissons la chaîne xP X ya € LPr*a(X X Y. I) 
par la formule (rP X y4. 1P X 14) = (xP, 1P) (y9, 19), qui implique immédia- 
tement la formule de la frontière A (rP X y4) = AzP X y + e (xP X Aya) 
(le nombre € — +1 ne dépend que des dimensions p et q et non du choix des 
chaînes rP ct y9). Dans la situation la plus générale, le lecteur pourra trouver 
toutes les définitions dans le livre [AH], p. 303. 
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Soit maintenant y — 2 ans un cycle relatif quelconque sur 


(Kh X Æ}) mod B, pour le groupe de coefficients Z,, où q est un 
entier quelconque >2. Démontrons que y* — 0. Les coefficients az 
sont envisagés comme des résidus modulo g, i.e. comme les plus pe- 
tits entiers positifs dans chaque classe &x € I — q1. 

Remarquons avant tout que tous les a, sont égaux entre eux. 
Il suffit de démontrer que a, = a, si T% et T£. sont deux éléments 
du complexe A“ à face commune T° de dimension trois. 

Soit {une orientation quelconque de La face T°. Alors, pour les 
coefficients d'incidence e = ({: &) et æe° — (tf:: L°), nous avons 
€’ — —g; mais Ay* prend sur € la valeur ea, + e’a,, ji.e. 
+ (ar — an. = 0, de sorte que a; = ay. 


Ainsi, y* — a>\tf — a (z? X z'?); nous avons aussi (dans le 
complexe X}, X Æ;) 

Ayi = a (Az° X z'*) + ga (z° X Az"°), 8 = +1. 
Calculons la valeur de cette chaîne sur un polyèdre orienté quel- 
conque t* du complexe Az = (X, X À) U(Æh x À»). Supposons d'abord 
LUE Ka X An [= Thai X This, Th: EM, Th; EM. Alors 

(Ag, &)= + a(z?, tÿ, à) (Az'?, ti ;). 
Mais (22, tÿ.:) —1, tandis que (Az”?,t};';))=+m’, donc (Ayi, À) — 


= + am. Puisque y* est un cycle mod Bn (pour /,) par hypothèse, 
on a pour tous les |{*]C A; la relation (Ay*,{*) =:0 mod g, donc 


(15) am'=0 mod q. 
Supposons maintenant |{*|€ X;, X Ar, de sorte que 
LS =TÉaiX Th ji, Th:EM:, Th En: 


Alors 

(Ay*, 1)— +a(z'?, tif 3) (Az, 15). 
Mais 

(2,1#5)=1, (AZ,th)=+m 
et 


(Ay, ) = + am 


et ce nombre doit être égal à zéro mod q. 
Ainsi nous avons en même temps 


am = 0 mod q, am = 0 mod gq. 


Soit p un diviseur premier du nombre gq. Il doit figurer aussi bien 
dans am que dans am’. S'il ne figurait pas dans a, il devrait figurer 
en même temps dans m et dans m’, ce qui est impossible, car par 
hypothèse (m, m') = 1. Ainsi, p divise a et, ceci étant vrai pour 
tout diviseur premier du nombre g, on a a = ÔÜ mod g, i.e. z‘ = 0, 
ce qu'il fallait démontrer. 


218 INTRODUCTION À LA THEORIE DE LA DIMENSION DES COMPACTS (CH. 4 


On tire des faits démontrés que le complexe simplicial 
Ch = (Xn X Kÿ5), ne possède aucun cycle y* mod B},, de dimension 
quatre non nul pour le groupe de coefficients 7,, puisque chaque 
cycle de dimension quatre y? dans C, mod B;1 (étant un cycle de 
dimension maximale) sera une subdivision d’un certain cycle y‘ 
de À, X X} mod B;, et alors y* - 0 impliquerait y‘ 0. 

Maintenant on démontre immédiatement l'inégalité 
dim (II x I?) <3 pour m et m’ premiers entre eux: si l'on 
avait dim (Il X I1”) —4, alors, comme nous le savons, il 
existe (pour À suffisamment grand) dans le complexe simplicial C, 
un cycle relatif z* mod B;,, non homologue à zéro dans C, mod Bh, 
pour un certain groupe /,, q >> 2, ce qui est, comme nous venons de 
le démontrer, impossible. 

| Le problème posé dans ce paragraphe est donc complètement ré- 
solu. 


Remarque 7. Le fait que le continuum I X II” est 
de dimension trois découle de l'inégalité démontrée dim (II X 
X I) <3 et du fait que la dimension de chaque compact de 
dimension finie augmente d'au moins un lorsqu'on le multiplie par 
un continuum quelconque. 


Remarque 8. Si(m, m') + 1, alors dim (I x Ile) < 
< 4, en particulier. dim (II X Ft) = 4. Ceci se démontre à 
l'aide du théorème suivant de L. Pontriaguine: pour A = 7,, où 
p est un nombre premier, et aussi pour {A — À nous avons 


dy (X X Y) = dy À + dyY 


quels que soient les compacts À et Ÿ (de dimension finie dans le 
sens dim X << , dim Ÿ << ©). À l'aide de la même « méthode de 
collage » Boltianski a construit un continuum B pour lequel 
dim (B X B) = 3. 

La démonstration de tous ces résultats est exposée dans l’article 
de Boltianski [1] déjà cité. 


SUPPLÉMENT AU CHAPITRE QUATRE 


THÉORÈEMES DE SITNIKOV SUR LES CEINTURES 
HOMOLOGIQUES D'UN COMPACT DANS 
L'ESPACE EUCLIDIEN 


$ 1. Théorème des sacs 


1. Rappelons les définitions principales. Nous entendons ici 
par diamètre de dimension p du compact ®, situé dans l’espace eucli- 
dien À”, la borne inférieure «PO de tous les e >> 0 pour lesquels existe 
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un e-déplacement continu du compact O dans un compact (et donc 
un polyèdre) de dimension p. On appelle support du cycle véritable 
z = {z,} du compact ® tout compact ®, = ® qui contient tous les 
sommets de tous les cycles z,, à partir d'un certain &. Le cycle z 
du compact O est dit essentiel s’il n’est pas homologue à zéro sur un 
de ses supports, et non essentiel: dans le cas contraire. La mesure 
d’essentialité uz d'un cycle non essentiel z est nulle par définition: 
uz — 0. La mesure d'essentialité uz d’un cycle essentiel z se définit 
comme borne supérieure de tous les £ > 0 pour lesquels il existe 
un tel support O, =O du cycle z que z n'est pas homologue à zéro 
dans un e-voisinage O (®,, e) du compact ®,. Enfin, par diamètre 
homologique (de dimension p) afz du cycle z de l’ensemble ouvert 
F — À": © nous entendons la borne inférieure des diamètres de 
dimension p des supports de tous les cycles homologues dans F au 
cycle z. 

Maintenant, la définition fondamentale. On appelle sac autour 
du compact DE R” tout cycle de dimension nr —1 de l’ensemble 
ouvert FR" ©, pour le groupe de coefficients Z, si ce cycle est 
enlacé avec chaque point x du compact ©. 

11 s'avère que la notion de sac permet de déterminer d'une ma- 
nière naturelle la dimension du compact © situé dans l'espace eucli- 
dien, en se servant des propriétés métriques de l’espace complémen- 
taire. À savoir, nous allons démontrer le théorème suivant de Sitni- 
kov : 


Théorème des sacs. Soit OC R° un compact et dimD=r< 
<n —1. Ilexiste alors un tel à >> 0 que chaque sac autour du compact 
Oaun diamètre homologique de dimension r — 1 supérieur à x, tandis 
que chaque diamètre homologique de dimension r de tout cycle situé 
dansF — R° © est nul. Ilexiste alors toujours des sacs autour de D avec 
une mesure d'essentialité aussi petite que l'on veut. Dans le cas dim © — 
— n, il existe évidemment un tel « >> 0 que pour chaque sac . autour 
de Donauz"1!1> a *) (alors ar "2"! > 0 et trivialement af 1z"! — 
— 0 pour tous les sacs 21). 

Commençons la démonstration du théorème par le remarque 
suivante. Lorsque dim O=—7r, nous avons aïrz = O0 pour tout cycle z 
de l'ensemble ouvert T. Prenons en effet un tel voisinage polyédral U 
de l’ensemble ® que le cycle z soit situé dans RU]. Soit x une 
chaîne quelconque de À” de frontière z et z' le morceau n°) de la 
chaîne zx situé dans R"\X [U]. Alors Ax = z — z’, où z° est situé 
dans |U]; pour tout £ >> 0 on peut prendre un voisinage U si petit 
qu'il peut être envoyé par un e-déplacement dans un polyèdre de 


F *) On peut prendre pour @ le rayon d'une boule de dimension » située 
ans ©. 
**) Voir la note au bas de la page 257. 
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dimension r (lemme 1 du chapitre 4, p. 227), d'où l’on déduit 
apz = (0. 

Passons à la démonstration de l’assertion principale du théore- 
me : si dim ® = r<n — 1, alors il existe un tel &« >> 0 que pour 
chaque sac z"-! autour de O on a af !z"-l > @&, et l’on peut trouver 
un sac z"-! à mesure d'’essentialité aussi petite que l’on veut. 


Lemme fondamental. Soit [U] un polyèdre de dimension n dans 
R" qui est l’adhérence d'un ensemble ouvert U. Soit p<n—1et 
z? un cycle véritable homologue à zéro dans U. Alors le diamètre de 
dimension p «PB de la frontière B = Fr U de l'ensemble U est supé- 
rieur ou égal à la mesure d’essentialité du cycle 7: a?B > uz?. 


Démonstration du lemme. 

1. Posons &?B — « et choisissons un nombre € > 0 arbitraire- 
ment petit. il existe une application simpliciale @: À —+ Æ'’ de là 
triangulation À du polyèdre B dans une certaine triangulation X° 
du polyèdre X” de dimension p obtenu par (&« + e)-déplacement, où 
l’on peut supposer que le système de tous les sommets des triangula- 
tions À et K” est en position générale dans R". Plongeons l'espace 
R° dans l’espace euclidien R°” de si grande dimension qu'il existe 
une application topologique simpliciale g: X’ — P du polyèdre K' 
sur un certain polyèdre P telle que l'application gç est toujours un 
(x + e)-déplacement et le prisme IT, basé sur la triangulation donnée 
K et sur gyX, est lui-mème réalisé dans À” sous forme de triangula- 
tion. Il existe alors une (e + æx)-déformation du prisme II dans sa 
base inférieure P. 

L'application g”! de la base inférieure P du prisme Il et l’appli- 
cation identique de sa base supérieure B définissent un e-déplace- 
ment simplicial / d’une certaine subdivision Z du prisme Il dans 
une certaine subdivision simpliciale W de l'espace R" ; on peut tou- 
jours admettre que [U] est l’ensemble sous-jacent d’une certaine 
triangulation X, qui est un sous-complexe du complexe W°. 

D'après les hypothèses de la position générale des sommets de X 
et À” que nous avons faites, aucun des simplexes du complexe Z 
n’est dégénéré par l'application /. En ayant orienté d’une façon 
bien déterminée l’espace R°, et donc X et Æ (qui deviennent ainsi 
des chaînes z" et Ar”), nous obtiendrons une orientation bien déter- 
minée de tous les simplexes de dimension #2 du complexe Z, de sorte 
que notre prisme II se transformera dans une chaîne x" de dimen- 
sion nr. Puisque dim À” = p<<n—1 et donc Ar” = Ar"',ona 
fn" = fAn" = fAz" = Ar”. Mais fr” est une chaîne du complexe 
W, tandis que dans W le cycle Az” est la frontière uniquement de la 
chaîne zx”, donc fn" = x". 

2. Pour la démonstration de la deuxième partie du théorème, 
nous devons effectuer les constructions auxiliaires suivantes. 
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Le couple 6 = (f, f) consistant d'un polyèdre convexe orienté t 
et de la bijection affine £{ définie sur à s'appelle cellule singulière. 
Par la suite le polyèdre t sera toujours situé dans les simplexes d’une 
triangulation À donnée une fois pour toutes, et l'application f sera 


toujours une même application continue du polyèdre À dans un 
espace euclidien À”, étant affineet non dégénérée sur chaque simplexe 
de À. Dans ces conditions on peut définir les chaînes singulières 
(de l’espace À" pour le complexe Æ et l'application f) comme étant 


des formes linéaires £ — 26: (t,, f) relativement aux cellules singu- 
lières 6;=(t;, f); lorsque x” — D citt, nous écrirons £” — De; (7, f)— 
= (x", f). Pour chaque chaîne singulière E = (x, f) posons 


(1). Jo8 = x, f6 = fx. 


Définissons ensuite la frontière d'une chaîne singulière : 


(2) A (x, f) = (Az, f). 

On vérifie facilement les relations 
(3) Af;ë = jf, AE; i = 0, 1. 

On appelle *) intersection de la cellule singulière 8 (t, f) et du 
polyèdre u, situé dans À” en position générale avec ft, la cellule 
singulière 

(8 Xu) = (f7'ft X u, f), 


où l'application f est restreinte à [t], de sorte que l'image inverse 
f"! est prise dans [{]. 

Ensuite, l'intersection d’une chaîne singulière £" — Sc,0, et 
d’une chaîne quelconque w — D'duu de l’espace R° (en position 


générale relativement au polyèdre fK) se définit par la formule 
(E X w) — à Cid (8; X us). 


On vérifie facilement les formules 


(4) AE X w) = + (AË X w) + (6 X Aw), 
(5) f1 Œ X w) = (fi X w). 


*) Les renseignements nécessaires concernant la théorie des intersections 
peuvent être trouvés dans Lefschetz [1], [2] ct aussi (en surabondance) dans 
l'article de Glezerman et de Pontriaguine [1]: pour comprendre ce qui va suivre 
il suffit néanmoins d’avoir l'intuition ensembliste de l’intersection si l’on admet 
sans démonstration la formule fondamentale de la théorie des intersections: 


Ac X y)= + (Az X y) + (x, Ay) 


liée à la notion relativement complexe d'intersection orientée de deux polyèdres 
(en particulier, de deux simplexes) orientés. 
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11 suffit de vérifier la formule (4) pour Ë — 6, w — u, ce qui se fait 
automatiquement en suivant les définitions données et la formule 
correspondante de la théorie classique des intersections. 

3. Revenons à la démonstration du lemme fondamental. Suppo- 
sons que le cycle véritable donné dans U est 27 — {2}},2}; — Abri. 
Sans restreindre la généralité, on peut supposer que tous les x?*! 
sont situés dans U en position générale avec W. Prenons les inter- 
sections T1 = ((x",f) x zkf'jet LP = ((n",f) x 24). Alors, d'après 
la formule (4), 


(6) Aa, xzx$")= + (A (n°, f) x x) ((n”, j) x Axe). 


Mais en vertu de la formule (2), À (x, f) = (Ax”, f) = (Az, f), 
et puisque f est l'identité sur Bet rt est situé dans U = [U] X B, 
le premier terme du second membre de la formule (6) est nul. donc 


(7) AEPTI 7, 


D'après la définition même de l'intersection les chaînes singulières 
EFt' et CE sont de la forme E?*" = (y£'", f) et EE — (yk, f), où yh 
et yft! sont des chaînes situées dans I. D'après nos définitions, 
yet = fErT! et y} = fot?, de sorte que (3) et (7) impliquent 


(8) Aykt = yh 
tandis que la formule (5) nous donne 
far = fa (7, 1) x 25) = (A (a, D X 28) = GX 2%) = (2 X 2) =, 


la dernière égalité étant vérifiée à une subdivision du cycle z, près. 
Puisque. d'autre part, 


f16k — fi (ur, Î) x fy, 


on a fyk = 24, i.e. le cycle véritable y” — {y}} du polyèdre II est 
appliqué par le e-déplacement f dans le cycle 27. Comme par cons- 
truction des cycles y} chacun des cycles y? et 2 est situé dans le 
e-voisinage de l’autre, il vient du résultat que nous venons d'obte- 
nir l'inégalité y? > uz? — €. Mais un (& + e)-déplacement appli- 
que IT dans un polyèdre P de dimension p, et donc y?, étant en ver- 
tu de (8) un cycle homologue à zéro dans Il, est appliqué par ce même 
déplacement dans un cycle non essentiel, de sorte que & + e > y? — 
> uz? — e. Ceci étant vrai pour chaque € > 0, on a &« > uz?,ce qu’il 
fallait démontrer. 

4. Passons à la démonstration du théorème. Le théorème étant 
trivialement vérifié pour dim ® — 0, posons dmD=r, 0<r< 
 n — 1. Choisissons dans O un cycle essentiel z°-! de dimension 
r — À qui soit une frontière dans O. Choisissons un € >> 0 arbitrai- 
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rement petit. Puisque dim ®O = r,le diamètre de dimension r du 
compact [O (®, 6)}, pour un 6 > 0 suffisamment petit, est < e. Choi- 
sissons maintenant un voisinage polyédral fermé [H] du compact © 
situé dans O (O, à). En choisissant une-orientation bien déterminée 
de la frontière Fr H, transformons-la en cycle 257". La mesure d'es- 
sentialité de ce cycle est Se, puisque le diamètre de dimension r de 
l'ensemble tout entier À n'est pas supérieur au diamètre de dimen- 
sion r de O (®, ô) qui est à son tour e, car r & n — 1. Le cycle 25°! 
est le sac cherché autour de ©. | 

[1 reste à démontrer qu’on a &”-'®, > « pour chaque support ®, 
de chaque sac z°-! autour de ®. Sans restreindre la généralité, nous 
pouvons supposer que z"-! est un cycle d’une subdivision simpliciale 
W de l’espace R”. Soit x” une chaîne du complexe W dont la fron- 
tière est le cycle z"-!. Désignons par [Q] le polyèdre qui supporte la 
chaîne zx". Sa frontière Fr [Q] est le plus petit support du cycle 
zn-1, [l suffit donc de démontrer que &’-! Fr{Q] > a. Mais O 
= [QI] Fr [Q] = Q, puisque z"-1 est un sac. Maintenant l'assertion 
a””!Fr [Q] > & coïncide avec celle du lemme fondamental si l’on 
y pose p=r— 1. 

Enfin, pour dim D = n, le compact ® contient une boule fermée 
de dimension nr et de rayon & > 0. Par conséquent, nous avons 
uzt-1 > à pour chaque sac 2-1 autour de O et donc a “7-1 > @. 

Le théorème est démontré. 


$ 2. Théorème général des ceintures 


1. Notions préliminaires et énoncé du théorème. Nous  dési- 
gnerons toujours par ® un compact situé dans un espace euclidien R". 

Soit x une chaîne dans R". Désignons par a?zx, p > 0, la borne 
inférieure de tous les e >> 0 pour lesquels il existe un e-déplacement 
des sommets de la chaîne zx qui fait dégénérer la chaîne zx en une chai- 
ne de dimension p, i.e. qui applique tous ses simplexes dans des 
simplexes de dimension <p. Désignons par tx la borne inférieure 
de tous les e pour lesquels il existe un e-déplacement des sommets 
de x qui applique x dans une chaîne nulle. Il a été démontré au $ 1 
qu'il existe pour dim ® = r un tel y > 0 que chaque sac v autour 
de ® (i.e. chaque cycle de dimension nr — 1 de R" KO enlacé avec 
tous les points de D) satisfait à la condition &’-!v > y. Puisqu’un 
cycle homologue dans RO à un sac autour de ® est lui-même un 
sac, le théorème des sacs est un cas particulier (pour À — 1) de Ja 
proposition suivante. 


Théorème, général des ceintures. Soit O = R" un compact de di- 
mension r. [lezxiste un y >> 0 tel que pour chaque k = 1,2, ...,r +1 
et chaque e >0 on trouve dans VŸ — R°"\©@ un cycle v de dimension 
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n — k (la ceinture de dimension n — k autour de ®) qui est une fron- 
tière dans T si k >> 1, pour lequel *): a) «tu € e; b) w<e et 
qui possède les deux propriétés suivantes: 

1) pour chaque cycle w homologue à v dans un Yy-voisinage de ce 
dernier relativement à T on a «”-*w > y; 

2) pour chaque chaïne x qui a v pour frontière dans T, on a l'iné- 
galité a'*tix > y. 

D'autre part, si s>œret k = 1, 2, ..., s + 1, alors pour tout 
Y > 0 chaque cycle z de dimension n — k dans T' pour lequel v%z 7 
est homologue dans son Yy-voisinage (relativement à T) à un certain cycle 
z' pour lequel a*-"z' est arbitrairement petit. Ensuite, lorsque s>r 
etk=2,3,..., s + 1, on a pour un y > 0 arbitraire: chaque cycle 
z de dimension n — k, qui est une frontière dans T et satisfait aux iné- 
galités œ°-**1z y (et 1z y pour s = n — À) est dans T La fron- 
lière d'une chaîne x pour laquelle a*-"*\r € y. 


Remarque. La conséquence majeure du théorème général 
sur Jes ceintures est la caractérisation complète de la dimension 
r — dim ® du compact ® € R” pour chaque À = 1,2, ...,r + 1, 
et non seulement pour À = r + 1, k — 1, en termes des propriétés 
métriques des cycles z7-! — 0 situés dans l — R"  O et des chaï- 
nes z7-*+1 dont ces cycles sont des frontières dans T. 

2. Donnons une esquisse de la démonstration du théorème des 
ceintures. 

a) Disposition d'un compact de dimension r auprès d'une boule de 
dimension r. Soit f une application essentielle d’un compact DC R? 
de dimension r sur une boule T de dimension r et à frontière S. Soit 
Q = Q" un cube de dimension » et de frontière Q”, situé à l'inté- 
rieur de ®. Plongeons R”" dans R°"*! et soit TE R°?"*1X R*. Pro- 
longeons f sur tout le cube Q" de sorte que l’application prolongée f 
soit identique sur Q" et que f (Q* D) = R*"*1\X T. Approchons l’ap- 
plication prolongée f par une application simpliciale topologique À 
du cube Q dans R°"*'. de sorte que l'application h soit identique sur 
Q. Posons ÀQ = U. Alors f se représente sous la forme f = /f,h, où 
f. est un petit déplacement du polyèdre U. 

Mais f;'S = h® contient un cycle z"! = {z7-'} qui est dans hd 
la frontière d’une chaîne véritable x” = {x'}, de sorte qu'en dési- 
gnant pars(respectivement paru) l’orientation de S (respectivement 
de U), nous avons Az? = 257}, f,257 = cs, c; = 0. Désignons par II 
le prisme qu'a engendré le compact k® par le déplacement f,; II 
contient le prisme x” = {x} engendré par le même déplacement du 
cycle 27”!. 

Prenons l'intersection de la boule 7 par un plan À" de l’espace 
R°"*\ qui passe par le centre de la boule T perpendiculairement à un 


*) On voit facilement que le théorème des obstructions est un cas particu- 
lier de ce théorème pour #4 = r + 1 
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de ses rayons, et choisissons dans ce plan un sac autour de 11 M] R°?", 
ce sac étant la frontière dans R*" de la chaîne r*" qui détermine l'orien- 
tation de l’espace R°". En prenant les intersections dans R*"*1 po- 
sons 27° —=z2"" X 27°! En posant S” — S f] R°" nous trouvons 
facilement que 25° — c;s’ dans un petit voisinage de S’ et donc 
z'® = {z5*} est un cycle essentiel. En outre, en posant r"-! — 
— 2 X u”, nous obtenons 27° — A (x"! X x); remarquons aussi 
que le cycle z"* — Az"! est situé en dehors de AD. 

b) Construction *) de la ceinture v. Revenons par l’homéomorphis- 
me inverse k-! dans R". La chaîne h"!r"-! sera à nouveau désignée 
par zx"! et sa frontière, par ="-*; elle se trouve en dehors de ®. 
L’intersection zx"! X z"-! = z'*, envisagée maintenant dans À", 
est un cycle essentiel. 


Lemime 1. Pour chaque ©o >> 0 la chaîne x"! peut être remplacée 
par une chaîne véritable y"! = {y%'}, Ayf = Az = 27 dont 
le support y"! est un compact qui coupe ® suivant un ensemble ®, 
de dimension <r — 1. Et alors y"! peut être appliqué dans x"! par 
un o-déplacement. 

En effet, soit g, un o-déplacement de ® sur un polyèdre P de 
dimension r tel que P f\ x"-! est un polyèdre P° de dimension r — 1. 
Il existe une rétraction sur P” d'un certain voisinage OP” suffisam- 
ment petit. Prolongeons g, sur tout l'espace R” de manière à obtenir 


une application identique sur :"* et approchons l'application prolon- 
gée £g, par une application simpliciale g qui ne fait dégénérer aucun 
simplexe de la triangulation et telle que g®D NN x! OP". On peut 
alors imaginer l’image inverse g-}r"-! comme une chaîne simpliciale 
y” pour laquelle g (D f y’) OP”, de sorte que (voir $ 1) nous avons 
a'l(y NP)< oo. 

En utilisant une seconde fois ce résultat, nous obtiendrons la 
démonstration du lemme. Nous supposerons © si petit **) que pour 
un à suffisamment grand la mesure d’essentialité de tous les cycles 
véritables 2; = y*-* X z°-! (voir $ 1), relativement aux supports 


qui contiennent y" -1 N z°-1, soit supérieure à un certain up > 0. 
Choisissons B$ => 0, de sorte que pour chaque compact XE 


= 0 (,, 2B),onait XN: 10 (ur N 2", zu) et choisissons 


*) Nous allons l’effectuer pour k — 2; cette restriction est sans importance. 
Dans le cas général il faut prendre R?r-R+? 4 la place de R°7. La construction est 
basée sur le cycle z7-1 ;: en compliquant à peine les raisonnements, on peut prendre 
à sa place un cycle relatif r”; c'est ce qu’il faut faire pour que nos raisonnements 
comprennent le cas k — r + 4 (i.e. le théorème des ohstructions). 

**) Nous nous réservons le droit d'exiger d’autres conditions de pctitesse du 
nombre ©, ainsi que des nombres }, ff que nous allons introduire. 
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Y,0<Y< ne u, de manière à avoir &’'" 0 (®,, 3y) < B; d'où l'on 


tire en particulier que 3 < f. 
Supposons que € << y sont arbitraires, en dehors des conditions 
imposées. Choisissons un &-voisinage polyédral G de l’ensemble ®, 


si petit que a’-}G << € et un i si grand que yat N dE G. Le mor- 
ceau de la chaîne y”! découpé par G sera désigné par u”-!. Le cycle 
v — Au”! sera la ceinture cherchée. 

c) Première propriété fondamentale d'une ceinture: pour chaque 
w = v dans H = O0 (5, y)NT,ona a w > . 

Démonstration (par l’absurde). Supposons que le cycle & est 
dégénéré jusqu’à la dimension r — 2 par le y-déplacement 7; on 
suppose, en outre, qu'aucun simplexe du prisme x""! de ce déplace- 
ment n'est dégénéré. La chaîne qui a w — v pour support dans H 
sera désignée par £. Le cycle qg = un + E — n°-1 est situé dans 
O (®,, 3y) et peut être dégénéré jusqu’à la dimension r — 1 par un 
B-déplacement. Désignons le prisme de ce B-déplacement par x”; 
il est situé dans © (®,, 28). En posant x"! X 5-1 = &-?, nous 
aurons g X 2°! = (un! X 3771) — 2. Puisque x" est situé dans 
O (Ds, 2B), on a d’après le choix de f que la chaîne véritable x" X 


: 2 1 Fr FOUR 
x z°7! est contenue dans o(ÿ lfz-t Tu) et Le (ur X 271) 


dans O Us 2x Tu) d'où l’ontirep&* >> 7. Effectuons main- 


tenant un Ô-déplacement topologique simplicial (pour 6 suffisamment 
petit) du prisme x *-1 dans À*"*!, de manière à l'appliquer sur un 
prisme x, situé sans singularités dans R*"*1. Désignons le déplace- 
ment inverse par g. Îl détermine une chaîne singulière (x,, g) dont 
l'intersection avec z'-! est un « cycle véritable singulier » (E5-*, g). 
Mais la formule (5) du $ 1 nous donne gér-* = L'-* et Er: 
dans n,. Puisque &-* est appliqué par le ô-déplacement g dans LT, 
nous aurons 6, * >y pour un Ô suffisamment petit, ce qui est 
impossible, puisque &7-* = 0 dans To, tandis que 7, est envoyé par 
un y-déplacement dans sa base de dimension r — 2. 

d) Deuxième propriété fondamentale d'une ceinture. Pour chaque 
chaîne x de frontière v dans lon a &'-!x > y’, où y’ se définit de la 
manière suivante: le cycle véritable z°-! = xz"-1 X x est tel que 
chaque chaîne u’-! de frontière z°-* — Az'-l = x"-1 X :'-1 dans 
f"!S forme avec z'-! un cycle véritable z°-! — u’-! de mesurc d'’es- 
sentialité supérieure à un certain À >> 0. En choisissant © et f suf- 
fisamment petits et tels qu’en tout cas © + 28 << À/2, désignons par 
v’ le plus petit des nombres y et À/2. 

La deuxième propriété de la ceinture se démontre également par 
l'absurde. Soit y un y’-déplacement de la chaîne x dans un polyèdre 
de dimension r — 1. Nous avons pour le prisme x” de ce déplacement 
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la relation An"=—z—nx""!, où x"-lest le prisme sur v. On démontre 
sans difficulté que le cycle &"-! = A (n" X zx’) est homologue à un 
cycle de la forme z'°-! — u'"-! dans un À/2-voisinage de ce dernier; il 
a donc une mesure d'essentialité >> À/2. 

Prenant tout ceci en considération, appliquons par un petit 
déplacement topologique le prisme x" dans un prisme x” sans sin- 
gularités; le déplacement inverse g nous donne 

Gr", g) xx = (reg); Am g)=(%",g); 826 = Ê"4, 
d'où pz5-1>>4/2 et, puisque Az = z:-1, on a y” >> À/2, contraire- 
ment à l'hypothèse. 

e) Les deux dernières asserlions du théorème. Servons-nous des no- 
tations du début du paragraphe. En vertu du lemme, nous avons une 
chaîne u, Au = z, située dans un y-voisinage du cycle z et vérifiant 
la condition a*-* (u f\ D) < €, où &e est arbitraire. Le cycle cherché 
z' se définit comme Au’, où u’ est le morceau de uw découpé par un 
voisinage O (u N\ D) si petit que a°*u" € &. 

Il reste la dernière assertion. Selon ces hypothèses, il existe dans 
R" une chaîne u,, Au, = z, envoyée par un y’-déplacement, y’ < Y, 
dans un polyèdre de dimension S—k +1. 

Prenons un (y — y')-déplacement f de l’espace À” en lui-même 
qui laisse z sur place et applique ® dans un certain polyèdre P de 
dimension r, en dehors duquel z est toujours la frontière d'une cer- 
taine chaîne u.. Choisissons une chaîne w de dimension nr — k + 2 
qui a pour frontière le cycle u, — u, et mettons-la en position géné- 
rale avec P par un petit déplacement topologique qui est identique 
sur z, de sorte qu'un y'-déplacement f, envoie de nouveau uw dans un 


polyèdre de dimension s — k + 1. Le polyèdre u f] P est alors de 
dimension < s — k + 1 et possède un si petit voisinage À, que Le 
est en dehors de F,, tandis que uw (envisagé comme le support d'une 
chaîne singulière) peut être appliqué en lui-même par un _y-déplace- 


ment f, qui envoie u, sur lui-même et, f\ u, dans P f\ u, le dépla- 
cement ff. Sur u, étant toujours un y’-déplacement. 


Prenons dans l’ensemble uv f\ P un voisinage polyédral H., dont 
l’adhérence est contenue dans FH,, et formons la chaîne zx’ en sous- 
trayant u. du morceau de la chaîne uv situé en dehors de 77, et de la 
chaîne u.. Construisons un y-déplacement œ de la chaîne x’ dans un 
polyèdre de dimension s — k# + 4 en posant q = jf, sur le morceau 
de x’ situé sur la frontière de }7., et ® = f,f. en dehors de },. Sur le 
morceau de x° situé dans FH, X[F,], construisons un déplacement in- 
termédiaire entre f. et ff, qui a pour image le prisme sur /, (4, f\ P) 
de dimension < s — À + 1 engendré par l’application f,. Comme dans 
la démonstration du lemme, approchons le déplacement f par un 
déplacement simplicial f,; la chaîne cherchée est x = fi'x’. Le 
théorème est démontré. 


CHAPITRE CINQ 


GROUPES ET HOMOMORPHISMES 
DE SITUATION D'UN COMPLEXE DANS UN AUTRE. 
SUITES EXACTES ET LEURS HOMOMORPHISMES 


$ 1. La figure K. 4, G, ses groupes et 
ses homomorphismes ; suites exactes 
A(K. 4, G) et V(K. À. G) 


1. La figure K, 4, G. Soit À un sous-complexe fermé du com- 
plexe X (au $ 1 de ce chapitre, X sera un complexe cellulaire quelcon- 
que). Le sous-complexe ouvert ÆX À sera désigné par G. Ces nota- 
tions resteront en vigueur pendant tout ce chapitre et nous permet- 
trons de parler de la « figure X, À, G», dont les propriétés seront 
étudiées dans ce paragraphe et dans les paragraphes suivants. Il s’agit 
du fait que les différentes parties de cette figure sont liées par cer- 
taines relations, à savoir les homomorphismes d'inclusion *) 


EX : L'A = L'Ket Ek: L'G— L’'K, 
qui commutent respectivement avec les opérateurs 
À et V 
et les homomorphismes d'intersection 
JK: L'K— L'A et JË : L'K — L'G, 
qui commutent respectivement avec les opérateurs 
V et A. 
Ainsi, on définit les homomorphismes d'’inclusion 
E$: A'A—N'K et E%: VG—V'EA 
et d'intersection 
Ji: V'K—V'A et JG: A'K—A'G 
qui opèrent déjà dans les groupes d’homologie et de cohomologie 


respectifs et engendrent de nouveaux groupes — les images et les 
noyaux, liés à la figure X, 4, G. 


*) Partout dans ce chapitre, le groupe de coefficients est arbitraire, mais 
fixe. 
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Les homomorphismes d'inclusion et d’intersection sont les « ho- 
momorphismes de situation » principaux ou « homomorphismes de 
la figure À. 4, G». En les combinant avec les homomorphismes A 
et V, nous obtenons de nouveaux homomorphismes 


JXAES: L'G—L'1A et JÉVEË: L'-14— L'G, 


qui seront brièvement designés par 9 — JÉAES et Ô — JÉVEË et 

seront également rapportés aux homomorphismes de la figure K, 
, G. 

Démontrons avant tout que les opérateurs à et Ô induisent égale- 

ment des homomorphismes des groupes d'homologieet de cohomologie 

correspondants, à savoir les homomorphismes 


9: A'G—+ AA et Ô: V'-'A —+ V'G. 


Il suffit de démontrer pour cela que les opérateurs 9 et Ô commutent 
(au signe près) avec les opérateurs À et V. Autrement dit, il suffit 
de démontrer les relations 


(41) A, (JÉAEË) ze = — (JÂAES) Acte 
pour chaque chaîne x; du complexe Get 
(Av) Vo (JG VER) za = — (JGVEX) Vaza 


pour chaque chaîne x, du complexe À. 
Il suffit de démontrer une de ces deux relations. L'autre se dé- 
montre d'une manière tout à fait analogue. Ainsi, démontrons la 


formule (1,). Il est clair que AE$ re = E$AGte + ya, où la chaîne 
y A est située sur À. En substituant cette expression dans l'identité 


évidente 0 — JXAAE%zr,, nous obtenons 0 = JÉAES Acte + 
+ JÉAyA. La chaîne y, est située sur À et donc, en vertu de la 
remarque 1 du chapitre 1, p. 32,ona 

JAya=Aad y, et 0—JÉAES Acte + Aya. 


Mais JXy, == JÀ (AEËzc — E$Acto) et JÉESAcrc =0, de sorte que 
JA — J*AEzxo, d’où 0 — JÉAESAcrc + AA AE, ce qu’il 
fallait démontrer. 

Ainsi, les groupes d'homologie et de cohomologie des complexes 
K, À, G sont liés non seulement par les homomorphismes d’inclu- 
sion et d'’intersection, mais aussi par les homomorphismes 

O=JÈAER: A'G—ATIA et = JÉVEX: VA VC. 


Par conséquent, nous avons les deux (A- et V-) suites de groupes 
et d’homomorphismes de la figure K, À, 


EA JE 
ACE, À, x …—a"46 2 AA E, arr, aG 2, 


ô 
—> AT1A > .…. N°G 
19—0139 
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et 
ô 14 EF 
V(K,A4,G): ...V*iG— VA TK «— 
EC 
K rn T= 
—— VG— VAE... VC. 

Un fait important de la théorie homologique des complexes 

est le 


Théorème fondamental 1. Chacune des suites A(K, À,G) et 
V(Æ, À, G) est exacte, i.e. dans chacune de ces suites l'image de 
l'homomorphisme précédent coïncide avec le noyau du suivant *): 


Imô—KerE*, ImE£=KerJË, ImJË—Kerd 


et 
Kerô—ImJ4, KerJ{—ImE#%, KerEx—Imé. 
Commençons la démonstration par les égalités **) 
(2) KerJ*—ImE* et KerJé =ImEf. 


L suffit de démontrer la première égalité, la deuxième étant ana- 
ogue. 

a) Soit CEIm E$ = V'K. Démontrons que &EKerJ#, i.e. JÂE— 
—=0, (où par 0, nous désignons l'élément neutre du groupe V’4). 

Puisque CE Im E$., la classe & contient le cocycle z (du com- 
plexe X) situé sur G. Mais alors JÉz% =0, i.e. JÉE —0; l'inclusion 
Im E$. « Ker JX est démontrée. 

b) Soit CEKerJ* = V'K ; démontrons qu'’alors LE ImE$. Choi- 
sissons à nouveau un cocycle quelconque 2€ £. Il faut démontrer 
que z—2;—+h, où hEHŸK et JXzc =0 (i.e. que le cocycle 5 est 
situé sur G). 


*) Jusqu'ici nous n'avons pas eu l’occasion, dans notre livre, de nous servir 
des notations, devenues usuelles, Im f = fX, Ker f = f-!0 pour tout homomor- 
phisme f du groupe X dans un groupe quelconque. 

*+*) Comme nous l'avons déja mentionné, les homomorphismes d'inclusion 
et d’intersection ont été tout d’abord introduits par P. Alcxandrov dans 
la Théorie générale de l'homologie (Notes scientifiques de l'Université de Moscou, 
45 (1940), pp. 3-60, traduction anglaise dans Trans. Amer. Math. Soc. 49 (1941), 
414-105). Les homomorphismes 9 et ô y sont également introduits et appliqués 
à la démonstration du théorème de dualité d’Alexander-Kolmogorov pour la 
figure K, 4, G. Le développement ultérieur de la théorie, qui contient (à quel- 
ques changements de notation près) en particulier tous les résultats exposés 
aux deux premiers paragraphes de ce chapitre, est contenu dans le chapitre 1 
de l’article de P. Al exandrov, Sur les propriétés homologiques de situation 
des complexes et des ensembles fermés (Izvestia Acad. Scien., U.R.S.S., série 
math. 6 (1942), pp. 227-281, traduction anglaise Homological Situation 
Properties of Complexes and Closed Sets dans Trans. Amer. Math. Soc. 54, n°2 
(1943), p. 286-339). 
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Evidemment 
Z = EÂJ Ëz+ ESJËz. 
Par hypothèse, JÉt=0, i.e. JXz €HSA et donc Je Vy:, où 
Ya € LA. 
Considérons le cocycle 2: =2— VEXy,; on a pour Z 


Jhze = JA (2— VEKyA) = J'Az—(JÂV) Ekya = J42— (V9) Ekya = 
= JZ— Va Œ 0. 


Ainsi JKze = 0. En posant h=VEXy\€H$K, nous obtiendrons 
la première des identités (2). Les formules (2) sont démontrées. 
Démontrons maintenant les égalités 


(3) Im 0 —KerE* et Im J*—Ker6, 
en nous limitant à nouveau à la première. 


a) Soit LA Elmô = N’A. Cela signifie que la classe ©, contient 


un cycle z,E€ Z’A tel que za = JRAE SV pour un certain cycle 
Yc EZG. 

Puisque y. est un cycle de G, la chaîne AE%ye est située sur 
A et donc 


Exza = Ex (J4AEXyc) = AEXYyG EH'K, 
ie. Ext —0. Ainsi t,€KerE$ et l'inclusion Im SKerE* est 
démontrée. 

b) Soit E,€Ker E%. Cela signifie que la classe LA contient un 
cycle z, tel que E#z1CH'K, i.e. EX%z1—Ay pour une certaine 
chaîne yCEL'*K. La chaîne Ay—E%z1 est située sur À, donc 
AJËy = JÉAy =0, i.e. la chaîne Jéy est un cycle de G et 


JRE za = 24 = J'Ay = JÉA(ER JO y) + JXA(ERJXy). 


En vertu de la remarque 1 (chap. 1, p.32) mentionnée plus 
haut, on a 


JA (ERJ Ày) = A Al (ExJ Ay) — AJ y, 


de sorte que 54 = J$AES (J6Y) + AJ y = 0 (J6y) HAT AY. Par consé- 


quent. E,-=O0(E), où E3JÉy. Ainsi, Imd=KerE$. La deuxième 
égalité se démontre d'une manière ‘analogue. Les égalités (3) sont 
démontrées. 


Démontrons enfin 
(4) Im JË = Ker 9 et Im ô = Ker E$. 


Comme précédemment, démontrons seulement la première égalité. 
19% 
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a) Soit EG € Im T6. S AG. Cela signifie que la classe EÇ;con- 


tient le cycle z; = JËy pour un certain cycle y du complexe X. 
Alors 


LE > JAAE RG = J'AAEXJ CU. 


En ajoutant et en soustrayant JXAE#J y, transformons le deuxième 
membre en 


JÉA (ER J dy + EX y) — JÉAEZJ Xy = 
— JA Ay — JÉ (ERA Ad Éy) = — AJ À y. 
Donc, 0E.3—AAJ4y, ie. dE; —0, € Ker 4 et nous avons démon- 


tré que Im J = Ker6. 


b) Supposons maintenant que 4 € Ker 9 = A’G. Cela signifie 
que la classe E, contient un cycle z; (du complexe G@) tel que 


J AE = AayA pour une certaine chaîne y, du complexe À. 
11 faut démontrer que Ec € Im JÉ:; pour cela, il suffit d'établir 
que pour un certain cycle x du complexe X on a z; — JËz. 
Posons 


r=E$zc—Etya. 


Puisque ££y, est situé sur A, on a Jér—2; et il reste donc 
à démontrer que la chaîne x est un cycle (du complexe Æ). 
Calculons 


Az — AE%e — AEXYA = AESe — ERA y. 
Mais 
A aa = JÉAES2. 
Donc 
Ar+AESz, = ERJ*AESZ,. 


Puisque z; est un cycle du complexe G, AE%ze est situé sur À 
(voir la remarque 5 du chapitre 1, p. 33) et donc 


ESJTAE%:zc = = AE%te ; 
de sorte que 
Ar = AE — AE%zc =0, 
et tout est démontré. 
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2. Première formulation des résultats obtenus; relations de dua- 
lité. Introduisons maitenant les notations suivantes: 


{ A'(A:K)=Ker Ex = A, 
A'KA-=—ImE£EX%s<A'X, 


k { V'(G:K)=Ker EX= V'G, 
6) V'AG=ImE£E$<V'K, 
{ V'AK -ImJ*#=V'À, 
A'GK = Im JË « A'G 
et enfin 
; V'A—V'AK=V'(4:K), 
(5) A'G— A'GK = A'(G:K). 


(Evidemment, V' (4: K) — Im 6, A’ (G: K) = Im 6.) 


Remarque 1. Pour A°’X = 0 (respectivement pour VX — 
Fe mt nous avons A’ (4A:X) = A’A (respectivement V’(G:X) — 


n groupes (5) et (5°) s'appellent « groupes de la figure K, À, G». 
En nous servant des notations introduites, nous pouvons envisa- 
ger le diagramme suivant : 


ATA2A"(A:K) V'AKS JA 
EÀ } D y 
ATK2ATKA V'xccUTKk 
(6) En 
A’GSA"GK V'(C:Kk)ev"G 
s 
“ TTADAT (AK) VTT AKE "4 


Commençons son étude plus détaillée en considérant les groupes 
A"(4A: Æ) et V'(G: K). Identifiant les cycles z4 €Z1A4 avec les 
cycles EXz4 € ZÂK, on peut considérer le groupe ZAA comme un 
eo du groupe ZX. De même, en identifiant les cocycles 
zG € ZiG avec les cocycles EXz£, on peut identifier le groupe Z%G 
avec un sous-groupe du groupe Z$X. Le groupe ZA contient le 
sous-groupe 254 NN HÂK consistant des cycles du complexe À homo- 
logues à zéro “dans K avec évidemment 


HAS Z\ANHAK. 
Le groupe quotient (ZANH,K)— HA est le groupe A’(4 : K). 
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Exactement de même, le groupe V” (G : X) peut être défini comme 
groupe quotient du groupe ZGf\H$K par le sous-groupe H$G. 

Passons aux groupes V'AX et A’GK. Appelons le cocycle :A4 du 
complexe À (respectivement le cycle z7 du complexe G) prolon- 
geable s'illexiste un cocycle z” (respectivement un cycle 7°) du com- 
plexe X tel que za —J#z" (respectivement z6—J£z"). Les cocycles 
gA (respectivement les cycles 26) prolongeables forment un sous- 
groupe CyAK = ZvA (respectivement CA1GK=ZA\G). On a alors 
H$AS=CSAK, HG = C\GK. 

En effet, soit k1CH%5A4. Alors 

hh=Vars, 2x4 !CL'-14. 
Posons 
21 = Efrx!. 

Alors 


J'AVL I = Va AT = Vrai =hA, 
i.e. k1 est un cocycle prolongeable, 


h\CCTAK et HSAS CvAK. 


On démontre de même l'inclusion HG = CAGK. 
On établit facilement les isomorphismes 


V'AK —CvAK — H%4, 
A'GK = CiGK — HG. 

Enfin, les groupes V'(4: À) et A’(G:K) peuvent ètre définis 

par les isomorphismes 
V'(A:K)—Z%4—CvAK, 
A'(G:K) =2ZaG—CiGX. 

La démonstration peut être laissée au lecteur. 

Le fait élémentaire fondamental concernant la notion d'homo- 
morphisme f d’un groupe X dans un groupe Ÿ est l'existence de l’iso- 
morphisme naturel (tout d'abord énoncé par Emmi Nœther en 
1926 +#)) 

X — Ker f = Im f. 
En  l'appliquant aux homomorphismes 6: V'-14 + V'G et 
9: A"tIG—+ A'A et en se rappelant que 
Ker ô — ImJ* — V'-14K, Ker d = Im J6 — A'GK, 


*) Aujourd'hui cet isomorphisme semble évident; il y a un demi-siècle, 
ce résultat était une vraie découverte qui réforma les démonstrations usuelles 
de nombreux théorèmes d'algèbre. 
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nous obtenons 
V'-14 — VW1AK = Im ô = Ker E$ = V'{(G: K), 


1.e. 

(7v) V-1(4: K) = V'(G:K) 
et d'une manière analogue 

(7) A" (G: K) = A"t(4:K). 


Si le complexe XÆ est acyclique en dimension r, i.e. AK = 0 et 
donc V'X — 0, comme nous avons vu, nous aurons 


A7 (A: K) = AA, V'(G: K) = V'G. 


Par conséquent, si le complexe XÆ est acyclique en dimensions r et 
r — À, les isomorphismes (7,4), (7v) se transforment dans les isomor- 
phismes d’Alexander-Kolmogorov, à savoir 


AT-1A = AG, V'-'A = VG. 


Remarque 2. Initialement Alexander considérait le cas où K est une 
variété acyclique en dimensions r et r — 1, en particulier la sphère Sr (dans ce 
cas il faut prendre les groupes AŸÆ, A9%G à la place de A°X, A°G). Alors, d’après 
la dualité de Poincaré A7G = An-rG, et nous obtenons la dualité classique 
d’Alexander: A7-14 — An-TG, 

Supposons maintenant que les V- et A-groupes ont pour coeffi- 
cients deux groupes duaux À | 8. Puisque les opérateurs E$ et J* 
ainsi que E< et JË sont duaux, on peut appliquer le lemme fondamen 
tal des homomorphismes duaux (voir le Supplément au chapitre 1 
et compléter le diagramme (6) de manière à obtenir 


ATAZ2A"(A:X) LL V'AKS 9 7A 


Ex Ÿ a — 


A'KH2A'KAT 1 V'ACEV'K 


(60) A TA 


A'G2A"6K L vence ve À 


© 


Tlar-a2a Tai) 1 VAE UT A | 


où, comme toujours, le trait incliné désigne la dualité, tandis que 1! 
est le symbole d'annulation. En outre, nous avons les dualités 


A'(4:Æ)|(V'A— V'AK), 
V'(G:K)|(A"G— A'GK), 
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o A(4:K)|V'(4:K), 

A"(G:Æ)|V'(G:K). 

En plus de la dualité (8), le diagramme (6,) contient aussi les dualités 
A'KA | VAK; A'GK | V'ÆG. 


Remarque 3. Nous définirons au chapitre G les groupes 
A7X et V'X pour tout bicompact X, respectivement pour un groupe 
de coefficients % | 8 bicompact et discret; au même chapitre nous 
définirons pour chaque ensemble fermé À = X les homomorphismes 
d'inclusion 

E$ :A7A —+ NX 
et d'intersection 
JA: VX + VA. 


Les groupes A’X et V'X peuvent être définis également pour des 
X localement bicompacts, i.e. pour les ensembles ouverts G = X \ A 
des bicompacts X. Il s'avère alors possible de définir les 'homomor- 
phismes 


E. : V'G — V'X, 
JÉ : A'X + ANG 
Alors tous les groupes de la figure X, À. G se déterminent par les 


formules (5) et (5”) et toutes les relations du diagramme (6,) restent 
en vigueur si l’on y remplace respectivement K, 4, G par X, 4, G. 


$ 2. Homomorphismes des suites exactes induits par 
les applications simpliciales des complexes 


1. Homomorphismesf et f« induits par l'application simpliciale f. 
Dans ce numéro nous allons considérer une application simpliciale ÿ 
du complexe X dans le complexe Æ” telle qu'on ait, pour les sous- 
complexes ouverts G = KÆ et G’ = K”, la relation suivante 


(1) G"=fiG=G. 


Lorsque À — XX G et 4’ —K'XG’, la relation (1) équivaut à la 
relation 


(2) fAS À". 
Définition. Posons 
(3) fo=JéfEX: L'G— L'G. 
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Lemme 1. On a la relation 
(4) fcÂc == Ac'fc. 
Commençons par la 


Remarque 1. Si la chaîne z€L’Æ est située sur KG’ — 
— 4” (i.e. sur f"14”), il est évident que fz est située sur À” 
(ie. JE fr —0). 


Démonstration du lemme 1. Considérons une chaîne quel- 
conque z€ L'G. Pour elle 


Acferr=AcJË fEkr = JÉAÎESz*) = JE fAESr = 
= JÉT(ESIÉAESx+ EX JEAES7x). 
D’après la Peorque 4, JÊEX JÉAESz =0, de sorte que 
Acrfer = JE fESJEÉAESz = JE fESES JÉAES zx — 
= fCEG JG-AE%z = f6EG Ac-J6-Ekz = fc EG Ac-J 6-x — 
= f.E6 J6-Act*) = JÉ SEXE Jé-Acz == JG ER JéAct. 


En vertu de la remarque 1, nous avons JÛSER JEESAcr —0, de- 
sorte que 


Acrfct = L EX JEAcr+ JÈHER LE — 
= Jéf (EX Jo-ErAct + EK JÉ-EKAcz) = JéfExAct = fcÂct. 


Le lemme 1 est démontré. 

On en tire que les homomorphismes fc: L'G— L'G D rien 
des homomorphismes des groupes A’G dans les groupes AG”, 
= 0, 1, 2, 3, ...; ils seront appelés hkomomorphismes induits fs 
l application simpliciale f et désignés par fc (ou par fG). 

Définissons maintenant les homomorphismes f,;: L'G' — L'G 
duaux aux homomorphismes f.. 

Posons pour chaque chaîne y € L'G’ et chaque simplexe 1€ G 
de dimension r: : 


(5) Goys t) = (y, ft). 
Lemme 2. Nous avons 

(6) Vefe =fcVc-: L'G'— L'G. 
Démonstration. Ilest clair de la définition de l’homo- 


morphisme f,; que l’on a (fcy, x) = (y, fcx) pour chaque chaîne 


*) Voir théorème 5, $ 3, chap. 1. 
+) Voir théorème 5, $ 3, chap. 1. 
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y E L'G'et chaque chaîne x € L'G. En prenant en considération la 

formule (7) (chapitre 1, p. 28), nous pouvons écrire 

(Vofcy, &*1) ou (fcy; Act”*1) = (y, fcAct”*!) = (y, Aç’fct""\) = 
=(Voy, fol") = (fc Very, #1) 

pour tout simplexe £{”*! € G de dimension r + 1. Le lemme 2 est 


démontré. 
Il en découle que les homomorphismes 


fe: L'G' => L'G, r = 0, 1, 2, 3, ..., 


engendrent des homomorphismes des groupes V'G’ dans les groupes 
V'G,r = 0,1,2, ..., qui seront appelés komomorphismes duaux aux 
homomorphismes f; et désignés par f£ (ou par fG). 

Remarque 2. Supposons que dans les complexes X, K° et 


K” on se donne des sous-complexes ouverts G, G” et G” respective- 
ment et les applications simpliciales 


f:K—K'et g: K'—K” 
qui vérifient les conditions 
g4GaG et f'GEG; 
alors pour l'application k—gf: K— K" on a les relations 
he=gcefe: L'G— L'G" et h;: =fegcr: L'G'— L'G. 
Démonstration. Ona 
ho = JGREX = JégfEx = JG-gExJGfEx + JéeER JA fER*) = 
= gc'fe +0) = gc-fc: 
d'où l’on déduit immédiatement, en se servant de la définition 
des homomorphismes h;, f. et gc, la relation h; = fcgc. 


Lemme 3. Supposons que les applications simpliciales f,: K —- 
—+ K" et f;: K—-K° sont combinatoirement proches et, comme précé- 
demment, f"G'=G, f;'G = G. Supposons. en outre, que les appli- 
cations foa = fo: ÀA—> À", fia —=f1: A— À", où A—KXG, À'— 
— K°'XG” sont également combinatoirement proches. Alors les homo- 
morphismes foc: A'G—- AG" et fi: A'’G—A"G', respectivement 
foc : V'G—V'G et fic: V'G'—V'G coïncident deux à deux. 


”) Ici A! — K'G. 
**) Voir remarque 1; O0 désigne, bien entendu, l'application nulle. 
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Démonstration. Prenons deux copies X, et X, du com- 
plexe À avec les copies respectives G, et G, du sous-complexe G et 


choisissons sur celles-ci deux copies z, et z, du cycle z € ZA G. Appli- 
quons les complexes X, et X, dans X” respectivement par f, et fi. 
Choisissons une numération quelconque des sommets du complexe K, 
et donc des complexes X, et X,, et envisageons le prisme II de bases 
K, et X,. Il découle du fait que les applications f, et f1, fo a et f14 
sont combinatoirement proches que l’on peut prolonger ces applica- 
tions à une application simpliciale f : II — X° telle que f (11,4) = À’, 
où IT, est le prisme sur À naturellement situé dans Il. Ainsi, 


_ La 
r1G STÏT,, 


où Il; désigne le prisme sur G situé dans IT (voir $ 4 du chapi- 
tre 2). Puisque la frontière AEŸz est située sur À, alors HAE K920 


est situé sur II,, et donc (voir remarque 1) Je fAES 2 = 0. On en 
déduit (voir p. 111, formule (1)) que 


AJ MER20 = J'é fANE 20 = JG: f (— AE Ko + Ek10— Eks) = 
= JÉfERz0 — J'ér f Etat = JGr foExz — JG f1EKz = foc2 — fac2. 


L’homologie entre les cycles f,cz et f1c2 est démontrée et donc aussi 
le fait que les homomorphismes f,c et f.4 coïncident. 


Démontrons que:les homomorphismes focethc coïncident. 


Choisissons un cocycle 2° € ZvG'. Comme nous l'avons déjà re- 
marqué, f-1G © Ilç. Par conséquent, on a l’homomorphisme 


16: Ve —+ V'TIÇ. La chaîne 2°”! du sous-complexe G pour laquelle 
Ver"! = focz — ficz se construit de même que dans le théorème 


59 du chapitre 2, p. 112 : pour chaque simplexe orienté 1”! de G 
nous posons 

(241, 21) = (fc7”, TE). 
Le fait que Ver! = focz — ficz” se démontre de la même manière 
que dans le théorème cité 5ÿ. Fixons un simplexe {” de G. Nous 
aurons pour lui 


(a) (Vox, P)= (a, Act))= D (NET 1) = 


[LP 
à : (ET (fo27, DES ; 
t t 
r-Éec 


*) Voir chapitre 1, p. 28, formule (7). 
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(b) ((oc2 — fic"); #7) = (2, (oct — fact”) = 
= (27, (JS PER —JÉ Ent) = (7, JE (forts — f1Eriti)) *) = 
= (7, JÉTEN (t—H))*) = (2, fo (Hp) = 
= (F7, (5 —t47))= (fo7", (An TI + TTACP)) ***) = 
(fe, AnçNit”) + (fe2”, HAct”) = 
= (Vnefoz, IN) + (fc7", Il À Se 


= > (:r1)(fc7, Né). 


Le choix du simplexe !” étant arbitraire, nous avons l'égalité 
Ver"! = focz — hcez - Le lemme est démontré. 


2. Théorème fondamental. Théorème 2. 

4°. Soit f: K —+ K”' une telle application simpliciale du complexe 
K dans le complexe K” que l’image fA d'un sous-compleze fermé A du 
complexe K est contenue dans le sous-compleze A du complere K. 
Soient G — K X À et G = K°X À’. Désignons par f, la restriction 
de l'application f à l'ensemble A (i.e. fA1 — f |: À —> 4°), alors 
chacun des diagrammes 


9 EX ri 
AMG —> AA —> N'K — AG—+... — A°G 
(73) | Via |? |'6 \'c 
o Ef. JG 
> A"#1G—> AA > N'K" —> AG... —+ ANG 
et 
ô IF E% 
VGA VK — VGe...—VG 
(Tv) Te T fa T7 T fc Te 


K’ G’ 
r , 6° r A? Ac Tr L° "k  # AL U 
.…..—V'*'iG <— V'A — V'ÆA <— V'G <— ... —V°G 


*) lei G; et t; désignent respectivement les copies des ensembles G et {7 
situées dans X,, i = 0, 1. 
**) Si l’on identifie les simplexes 1; € G; avec les simplexes correspon- 
dants des bases du prisme II, on a évidemment 
fEnti=hEg té  1=0,1. 


#*) Voir chapitre 2, p. 111, formule (1). 
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est commutatif. La commutativité des diagrammes signifie que 
fa0 = 0" fc, FER = Effa, fo]G = JG 
et 
F60=6fa, JAf=fal 4, Ekfc = ÎEx 
quel que soit r—0, 1, 2,... 
2%. Soient f: K—+ K' et g: K — K' des applications simpliciales 
combinatoirement proches pour lesquelles fA = A, gA = À' et sup- 
posons que Les restrictions de ces applications fA: A — A'etgx: A —+ 


— A’ sont aussi combinatoirement proches; alors les homomorphismes 
suivants coïncident 


a) f: A'K—A'K" et g:AK— AK", 
f:V'K'—=V'K et g:V'K'=V'%K, 
b) fc: A'G—> AG et g; :A'G—A"G, 
fc :V'G = V'G et £c -V'G > V'G, 
C) fa: A'A— AA et g,: AA — AA’, 
fa: V'A'— V'A et g,: VA —V'A, r=0, 1, 2, 
Démontrons 1°. Posons, comme précédemment, G” = f-! (G). 
Démontrons la relation 
(8) folé = Jé'f. 
Prenons un cycle quelconque z2€Ë € A’X. On a f.J KL JET Ez. 
La remarque 1 implique 
JÉfExd #z=0, 
de sorte que 
foléz= Jef (EXJ6z+ ER À2) = JG :fz. 


La relation (8) est démontrée. 
Démontrons la relation 


(9) fEk = Ekfa. 


Prenons la chaîne z° = 2° ({”) € L’A, égale à 1 sur un simplexe 
orienté fixé # ; —1 sur —£” ; 0 sur les autres simplexes de dimension r 
du complexe À. Alors la chaîne E$x est égale à : 1 sur #”, —1 sur 
—{ et 0 sur les autres simplexes de dimension r du complexe X. 
Puisque f, = f: À — A”, on a fat” = ft. Considérons le cas où le 
simplexe f | {” | est non dégénéré. Il découle de la définition des ho- 
momorphismes f et f, que (a) la chaîne f,1” prend la valeur: 1 sur 
fat, —1 sur f, (—#) et 0 sur les autres simplexes de dimension r 
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du complexe À’; (b) la chaîne f£#z” prend la valeur: 1 sur ff — 
= fat, —1 sur f (—F) = f4 (—©) et 0 sur les autres simplexes de 
dimension r du complexe X'. Par conséquent, Eff\1r = fEÿx". Si 
le simplexe f |!” | est dégénéré, il est clair que Efrf4r =0= 
= fEKx. Puisque chaque chaîne de L'A est une combinaison linéai- 
re de chaînes de la forme x” ({”), la formule (9) est vérifiée pour des 
chaînes quelconques de L’A. 


Puisque les homomorphismes f, E*, fA et Ef$; commutent avec 
l’opérateur À, la formule (9) est satisfaite par chaque élément du 
groupe A’A. 

Avant d'aller plus loin, appliquons la formule (9) établie à la 
démonstration de la formule suivante, vérifiée pour toute chaîne x 
du complexe X située sur À : 


(40,) JÉofr = f1l x. 
En effet, 


JKofx = JL SES x = JÉEfRf Al Xt = falär. 
Passons maintenant à la démonstration de la formule 
(10) fa0 = 0'fc: 
Considérons un cycle arbitraire z2€n€ A”*G. Posons z—E$ J$z 
et y—=2z2—7. 


a) Déterminons 6'’f;z. Puisque la chaîne Efy est située sur 
un sous-complexe KG”, on a, en vertu de la remarque 1, f.y= 0. 
Donc 


d'fe= d'a (x+y) = fox = (JA'AEX:) (JG: fEX) z. 
Puisque la chaîne fE$zr est située sur G’, on a 
0'fcz= JR AfESx = JR fAEYZ. 
Ainsi, 
(403) | 6'fcz= J'AfAExT. 
b) Déterminons f, 9z. Puisque f, 0z = fa (JÉAES) z et puisque 


le cycle AE%z est situé sur À (voir remarque 5, p. 33, chapitre 1) 
et f (4) = À”, en substituant dans la formule (10,) l'expression 


ZT = AE%z, 
on trouvera 
(10) f10z = JÉfAESz. 
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c) Il reste à démontrer que la différence 


fa02—0'f07= J'RfAERz—J À fAE x = J'ÉfAES y 


*« 


est homologue à zéro dans 4’. Mais 
JIAERy = J'AAfERy. 
Par sa définition même, la chaîne Efy est située sur XX G”= f14” 


et donc, en vertu de la remarque 1 du chapitre 1, p. 32. nous 
avons 


J'AAÎERY = Aa À'IERY, 
i.e. finalement 
fa02—0"fcz = An J'ÂfERY, 


ce qui démontre la formule (10). 
Démontrons la commutativité du deuxième diagramme. 


Rappelons avant tout la dualité des opérateurs E$ et JË (cha- 
pitre 4, p. 31, formule (+)), i.e. la formule 


Q (Exz, y) = (x, JCy), 
qui a lieu pour tout sous-complexe, C = X et des chaînes 
zEL'C,yEL'K 


quelconques, pour les groupes de coefficients appropriés. 
On a aussi la dualité des opérateurs 9 et 6, i.e. la formule 


(+) (Ôôza, Yo) = (za, Oyc) pour zx E L’A, yc € LG. 
En effet, 
(ôta, Yo) = (JEVERTA, Yo) = (tas J'AAERYC) = (za OYc), 


ce qu'il fallait démontrer. 
Pour la démonstration de la relation 


prenons un cocycle arbitraire z € £ € V”G’ et un simplexe quelconque 
t € K. Alors, en vertu de la formule (8) 


(fEkez, t)=(E%z, fl)=(2, Jé ft) =(2, folét) =(Effez, d), 


ce qu'il fallait démontrer. 
Démonstration de la relation 


(9) JAf =fad à. 
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Pour un cocycle arbitraire z € n € V'Æ” et un simplexe quelcon- 
que {” € À, nous avons (en vertu de la formule (9)), 


(JAFz, d)=(2, fERt)=(2, Ekfat) = (fad Az, d), 


ce qu'il fallait démontrer. 
Démonstration de la relation 


(10) ôf a 7 feô’. 


Prenons à nouveau un cocycle arbitraire z € E E V'A et un simplexe 
t'TeEG. Ona 


(Ofaz, #1) (2, fa dt") — (2, 0'fotrtt) —(fô'z, 171), 


d’où l’on tire la relation cherchée. Nous avons démontré 1°. Passons 
à 2°. Les homomorphismes mentionnés dans les assertions a) et c) 
coïncident; d’après les théorèmes 5,, 59 du chapitre 2. La coïnciden- 
ce des homomorphismes de b) se déduit du lemme 3 de ce paragra- 
phe. Le théorème est démontré. 


3. Remarque. Pour tous les raisonnements effectués ci-dessus, 
on a besoin de la formule 


Ex, y) Te (x, 1y)- 


Ceci impose sur les groupes de coefficients envisagés pour les suites 
A (K, A, G)et V (X, À, G) les restrictions usuelles (voir remarque 3 
à la page 27) : ou bien tous les groupes de deux suites ont pour grou- 
pes de coefficients un même groupe (discret), qui a une structure 
d'anneau, ou bien les groupes de suites À (X, 4, G) et V (K, À, G) 
ont pour coefficients les groupes duaux % et S, dont un est bicom- 
pact (et alors l’autre est discret). 

Pour le cas des groupes de coefficients bicompacts — qui était 
important pour l’étude du diagramme (6,) — nous considérons les 
groupes de chaînes, de cycles, de cycles homologues à zéro et d’ho- 
mologies, munis de leur topologie (voir chapitre 1, p. 29). Dans ce 
cas il nous est nécessaire de vérifier également la continuité des 
homomorphismes qui figurent dans l'énoncé du théorème 2. Mais 
cette vérification est automatique (puisqu'elle a déjà été effectuée 
pour les opérateurs À et V et l’homomorphisme f, tandis que la 
continuité des homomorphismes J et E, plus exactement, la conti- 
nuité des homomorphismes induits des groupes de chaînes est évi- 


dente : leurs compositions f£ et fc sont également continues, etc.): 
la vérification peut être laissée au lecteur. 


CHAPITRE SIX 


GROUPES D'HOMOLOGIE ET DE COHOMOLOGIE 
DES BICOMPACTS ET HOMOMORPHISMES INDUITS 
PAR LEURS APPLICATIONS CONTINUES ; SUITES 
EXACTES ET ISOMORPHISME DE DUALITÉ DANS 
LA FIGURE X, @,rT 


Nous donnons au $ 1 la définition des groupes d’'homologie et de 
cohomologie A’X et V'X d'un bicompact X à l’aide du spectre de 
tous les recouvrements ouverts finis du bicompact donné et du spec- 
tre inverse (respectivement direct) des groupes d'homologie (res- 
pectivement de cohomologie) des nerfs des recouvrements. 

Au $ 2 nous considérons les homomorphismes f: A°X — A'Y, 
induits par l'application continue f du bicompact X dans le bicom- 
pact Ÿ. En guise de cas particulier, nous considérons l’homomor- 
phisme d’inclusion EŸ : A'X—+ A'Y induit par l'application identi- 
que du bicompact X dans Y lorsque X & Y. 

Au $ 3 nous étudions l’homomorphisme f: V'Y — V'X dual à 
l’homomorphisme f: A’X — AY ; lorsque X = Ÿ, nous étudions 
pour l'application identique f: X —+ Ÿ l'homomorphisme d'’inter- 
section JÈ : V'Y — V'X, dual à l’homomorphisme d'’inclusion 
EŸ: A'X— A'Y. Comme un cas très particulier mais important, 
nous étudions le degré d’une application f: X — Ÿ, lorsque Ÿ est 
une pseudo-variété fermée orientée. 

Enfin, le $ 4 est consacré au cas de deux applications homotopes 
fi: X—Y et g: X—+Y. 

Au $ 5 nous démontrons que, pour un compact X, les groupes 
A’X sont isomorphes aux groupes A!X de Brouwer-Vietoris, définis 
au chapitre 2. Chemin faisant, nous donnons une deuxième démons- 
tration du théorème d’invariance des groupes de Betti des polyèdres 
(chapitre 2). 

Au $ 6, les notions introduites au $ 1 sont généralisées, ce qui 
nous amène à une définition des groupes d'homologie et de cohomo- 
logie des espaces localement bicompacts. 

Au $ 7 nous envisageons les homomorphismes liés à la « figure 
X, ®, l » (analogue à la figure X, À, G étudiée au chapitre 9). 

Au $ 8 nous étudions la suite exacte engendrée par les groupes 
et les homomorphismes étudiés au $ 7. 
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Au $ 9 nous démontrons la dualité générale d’'Alexander-Pon- 
triaguine-Kolmogorov et, en guise de généralisation, nous construi- 
sons l’isomorphisme de dualité pour la figure X, @, Tr. 

Au $ 10 les homomorphismes des suites exactes, dont le cas 
combinatoire avait été envisagé au chapitre 5, sont généralisés 
au cas général de la figure X, ®, F. 

Tout le contenu de ce chapitre se base sur la théorie des spectres, 
exposée dans le livre [AP], supplément au chapitre 1. Pour faciliter 
la lecture, nous répétons les définitions principales et les proposi- 
tions nécessaires dans un Supplément à ce chapitre. 

Enfin, notons encore une fois que partout dans ce chapitre nous 
entendons par recouvrement un recouvrement ouvert fini, sauf mention 
du contraire. 


$ 1. Définitionjdes A- et V-groupes d’un bicompact 


Considérons l'ensemble dirigé Q de tous les recouvrements{*) 
du bicompact donné X. En faisant correspondre à chaque élément 
du recouvrement $ => « un élément quelconque (du recouvrement «) 


qui le contient, nous obtiendrons une application simpliciale &f 
du nerf | f | dans le nerf | & |, que l’on appelle projection. Puisque 


l'élément du recouvrement $ peut être contenu dans plusieurs élé- 
ments du recouvrement «, il peut exister plusieurs projections du 
recouvrement B dans le recouvrement «. Mais deux projections quel- 
conques du nerf | B | dans le nerf | & | sont des applications combi- 
natoirement proches. Elles définissent donc un même homomorphisme 
65 du groupe A’ | B | dans A’ | & [et un même homomorphisme 16 
du groupe V” | & | dans le groupe V” | B | **). Nous avons un spectre 
direct de groupes discrets 


(1) {V'lal, x} 


*) 11 est parfois commode (par exemple, au $8 4) de considérer un recouvre- 
ment comme étant un ensemble « désigné » (voir le livre [AP], chap. 1, p. 68), 
i.e. l'ensemble w = (Huy Hays se: H,} dont les éléments H, et H}, sont sup- 
posés distincts s'ils possèdent des indices différents i + j. Puisque dans l’en- 
semble dirigé Ques de tous les recouvrements désignés Ics recouvrements 
« stricts » forment une partie confinale Q, on peut choisir n'importe lequel des 
deux ensembles, @ ou Q,,,, dars les raisonnements qui Vo ! suivre. Les nerfs 


des recouvrements seront désignés par | æ |, | BI, etc. 

+) Les groupes Af| & |, & € Q, ont pour coefficients un groupe bicompact 
quelconque bien déterminé Y%. Les groupes Vr|aæal, &æ E , ont pour coeffi- 
cients le groupe dual #8 (discret) au groupe %. Les groupes A7 | «| sont donc 
Ponpee (dans la topologie indiquée à la p. 29), tandis que les groupes Vr | & | 
sont discrets. 
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et un spectre inverse de groupes bicompacts: 
(2) {A la, Ge}. 


Le groupe limite du spectre inverse (2) est désigné par A’X 
et s'appelle A-groupe de dimension r ou groupe d'homologie du bicom- 
pact X. 


Remarque 1. Par la suite nous écrirons simplement A'œ 
et Y'a à la place de A’ |Jaælet V'la |. 


Remarque 2. On peut donner la définition du groupe A’X 
pour un bicompact quelconque À sous une autre forme, équivalente 
à celle envisagée ci-dessus. 

Appelons cycle projectif la famille de cycles 


2 = {2} 
constituée d’un cycle z£ pour chaque nerf | & |, si elle satisfait à la 


condition: B > & implique EÉz£ = 2% dans |a|. 
Les cycles projectifs s'ajoutent terme à terme: si 
Z = {2}, 27 = {2%}, 
alors 
s+r= {a ta); 
et forment un groupe pour cette opération. 

Un cycle projectif 7° — {z} s'appelle frontière, ou cycle komolo- 
gue à zéro dans X, si zZ — 0 dans | & | quel que soit &. 

Le groupe quotient ZX — H”"X du groupe de tous les cycles 
projectifs de dimension 7 du bicompact X par le sous-groupe de 
tous les cycles frontières est en bijection (isomorphisme) naturelle 
avec le groupe A’X et peut être identifié avec ce dernier *). 

On peut également donner une autre forme, plus simple, à la dé- 
finition du groupe V”X. Appelons V-cycle de dimension r, ou cocycle, 
du bicompact X chaque V-cycle : du nerf d’un recouvrement quel- 
conque « du compact X. Deux V-cycles z et z du compact X sont 
dits cohomologues entre eux dans X s’il existe un recouvrement y 
de ce bicompact, inscrit tout aussi bien dans & que dans f, tel que 
l'on a nÿz — nz$ dans | y |. Cette définition de la cohomologie 
nous donne une partition de l’ensemble de tous les cycles de dimen- 
sion r du bicompact À en classes de cocycles cohomologues. Ces 
classes, appelées V-classes, ou faisceaux, sont justement les éléments 
du groupe V’'X. Si l’on se donne deux V-classes £” et £’7 , on peut 
toujours trouver un tel recouvrement &, que & contient un certain 
V-cycle z7 € E” et un certain V-cycle z7 € ET. Alors E” — ET + £° 


*) Voir théorème 5, $ 3, chapitre 1. 
20° 


308 GROUPES D'HOMOLOGIE DES BICOMPACTS (CH 6 


se définit comme la V-classe contenant le cycle z7 + 27. Cette défini- 
tion de l'addition des Y-classes (qui ne dépend pas, comme on voit 
facilement, de l’arbitraire qu’elle comporte) termine la définition du 
groupe V'X (d'un bicompact quelconque X). 


$ 2. Définition de l’homomorphisme /j: A7 X — AY 
induit par une application continue j: X —Y 
du bicompact X dans le bicompact Y 


L'application simpliciale f d’un complexe fini quelconque X, 
dans un complexe X', induit, comme nous le savons (chapitre 1, $ 8), 
des homomorphismes duaux f: A’X,— AK,etf: VKs—V'Ko:. 
Les définitions que nous venons de donner au $ 1 des groupes d’ho- 
mologie et de cohomologie des bicompacts, comme groupes limites 
des spectres correspondants, nous amènent naturellement à la défini- 
tion d'homomorphismes analogues pour l’application continue 
d’un bicompact X dans un bicompact Y. 


1. Quelques notations et remarques. L'application f: X—-Ÿ sera 
toujours supposée continue. Soit B un recouvrement du bicompact Y ; 
désignons par ff ou plus brièvement par f”! le recouvrement de 
l'espace X qui est l’image inverse du recouvrement f par l’applica- 
tion f. À chaque sommet du nerf | B-? | correspond un sommet du 
nerf |B| (mais la réciproque n'est généralement pas vraie “)), 
de sorte que nous avons une bijection naturelle "* de l'ensemble 


de tous les sommets du nerf | B-! | sur un certain sous-ensemble de 
l’ensemble de tous les sommets du nerf | B |. Cette application en- 
gendre une bijection simpliciale (un isomorphisme), que nous dé- 
signerons toujours par B”, du nerf du recouvrement ff dans le 
nerf | B |. En identifiant l'élément # du complexe | B”! | avec son 
image Rte | B |, nous pouvons envisager le complexe | Br! | 
comme un sous-complexe du complexe ||. 

Généralisant cette remarque, disons que l'application sim- 
pliciale 


(18) B:lal—]lBl 


du nerf d'un recouvrement quelconque «a = {U;} de l’espace X dans 
le nerf d’un recouvrement B — {0;,} de l’espace Ÿ est induite par 


*) Puisque l'application f: X —+ Ÿ n'est pas nécessairement surjective, 
l'imaze inverse f-10; d’un certain élément O0; € A peut être vide, et les images 
inverses de deux éléments distincts O; € B et O4 € B peuvent être un même 
ensemble de X, ce qui ne peut nous empêcher de les considérer comme étant 


des éléments distincts du recouvrement f-1B (voir la note au bas de la page 306). 
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l'application continue f: X —Y, si ffec: — ess implique toujours 
U;, = f"0; (et alors fU;, = O;). 
Il découle de cette définition: 
Si l’application simpliciale (48) est induite par l'application 
f: À —Y, alors 
a > p1. 


On voit facilement que pour deux recouvrements quelconques & 
et &’, & > æ, une projection arbitraire G% est engendrée par une 
application identique de l’espace X. Désignant, comme précédem- 
ment, par Æ l'inclusion naturelle du nerf | f-! | dans le nerf | |, 
nous voyons que pour tout recouvrement «& > fB-! et pour toute 
projection &,-1 l'application simpliciale 


1 
f = {8 Gi: la l|—|B| 


est induite par l'application f. 

En général, on voit facilement que pour des applications simpli- 
ciales f6: |æa|—/|$Bl|et fo: [| B |—- | y | induites respectivement 
par les applications f: X—Y et g: Y — Z, l'application fe 
est induite par l’application gf. 

Par la suite, le fait suivant sera important: deux applications 
simpliciales quelconques fis: | & |—> | B | et f28: |æ |— | B | in- 
duites par une même application f sont combinatoirement proches 
(voir chapitre 2, $ 4). 

Considérons maintenant l’ensemble fermé À de X et un ensemble 
fermé B et Ÿ tel que fA = B. Posons 


fa=fla: A—B; Aa—{ANQU;: AQU;Æ A}, i=1,...,s 
et 
BR={BNO;: BNO;æÆ A}, j—=1,...,k. 


Les nerfs du recouvrement Aa et BB peuvent être considérés naturel- 
lement comme des sous-complexes fermés des complexes | æ|et|B] 
respectivement. Montrons que pour chaque application simpliciale 


f$:laæl— 18 | induite par l'application f on a la relation ff| Aa|= 
S | BB |. 


En effet, si fn (UiNA)#A et ffe, =e,,k=1, 2, ...,p 
h=1 
p p p 
(ie. JU, = 0j) omaf N (UV, NA4)E N fi, NA)E N (0;,NB), 
L % k=1 À k=1 À h=i 


et donc ñ (0;,,NB)# À, d'où l'on déduit la relation f$| Aa| = 
km] 
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S|Bf|. En particulier, nous avons démontré que la relation 
el Aa|, ffe =e; implique f(U:NA4)Z=0;,NB, i.e. l'application 
= f58 = ff f Aa: | 4a]l—|]8BB]| est induite par l'application f, — 
flat A—B"*). Ainsi, si les applications simpliciales ff$ et f2g sont 
induites par l'application f, alors les applications ff58 —ffal 41 
et f58a = f28l Aa1 sont combinatoirement proches. 

Remarque 1. Si, dans les conditions énoncées ci-dessus, nous 
avons a =>f"1, @œ ‘Za B'>B, &«’=>(B") !, alors, pour des DIOJACUORE 


quelconques 8% et &f”, les applications simpliciales ff@£" et af "fé sont 
induites par l'application f et sont donc combinatoirement roches : = 
pour la même raison les applications suivantes 


FÉOT |rau1 =f88 04e : l'Ac’ [Le] BB l 


4 


et 
66 18: l'a = 088 fa8 x | Aa'|—+|'B8 |; 


* 


ou 


CE 
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sont aussi combinatoirement proches. 

2. L'homomorphisme f: A" X—>-A"Y induit par l'application con- 
tinue f du bicompact X dans le bicompact Y. Soient À l’ensemble de 
tous les recouvrements & du bicompact X et B l’ensemble de tous 
les recouvrements B du bicompact Y. Pour un recouvrement fixe 
a € À, soit pa l’ensemble de tous les recouvrements B € B pour 
lesquels & est inscrit dans f-! = f-!$f. L'application multivalente 
q: À + B satisfait à la condition 1) du lemme 2° du Supplément 
à ce chapitre (que nous appellerons par la suite tout simplement 
Supplément). 

En effet, supposons que les recouvrements & et æ&’ sont inscrits 
respectivement dans les recouvrements B°1 et (B’) *. Alors pour f” 
on peut prendre un recouvrement quelconque inscrit dans B ainsi 
que dans B', et pour &”, le produit **) & À &«’ }\ (B-* des recouvre- 
ments &, &«', B. 

Considérons les peus des groupes bicompacts 2x = {A'a, @@ }, 
&E.A, et 2 = {A'B, &}, BE B, ayant pour limites A’X et éd 


respectivement. Montrons que, pour les homomorphismes fg : A’a 


*) Si X = Y et que l'application f soit l'identité sur X, et B = À, il 
découle du précédent que pour æ&’ > æ chaque sPPAEAEOS 1 V lan: | A1 + 
| Ac | rg _ une des projections 4% ps "et nous crirons donc Ypel 
à la place de ar Aa 


**) Par Re œ À B de deux recouvrements on entend, comme d'habitude, 
le recouvrement {U, N Us: Uo N Up Æ À, Ua EG, UE 
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— AB. BE pa, induits par les applications simpliciales ff, qui 
sont induites à leur tour par l'application f, on a la condition 2) du 
lemme 2° du Supplément. Avant tout, en vertu du fait que les dif- 


férentes applications fg:|æ&|—-|fB| sont combinatoirement pro- 
ches, on voit que l'homomorphisme f$ est Lien défini. Ensuite, les 


relations 
frac =06f ff — ff 


pour B € pa, BE qa’ et B > PB, a’ > « découlent de la remarque 1 
du n° { du Supplément. En vertu des lemmes 1° et 2° du Supplé- 
ment, on peut définir l’homomorphisme f: A°X — AY comme la 


limite des homomorphismes ff, & € qg-'B; BE B. Et alors l'image 
du fil Ex = {£a} € A’X par l'homomorphisme f sera le fil Ey — 


= {ff En BE B}. 


Remarque 2. Pour les homomorphismes induits par les 
applications g: *X—æ—Y,h:Y 2 et f = hg: À — 7, nous avons 
la relation 

= hg. 


Démonstration. Lorsque A, B et l désignent respecti- 
vement les ensembles de tous les recouvrements &, $ et y des 
bicompacts À, Ÿ et Z, et 


Zx={A'a, &2}, aEA, 
Zr={A"B, 8}, BEB, 
Zz = {A , 6ÿ}, ver, 
on a pour le fil Ex {E.}€ A’X : 
Cz _— fCx _— TA VE r}, 
Cr = e6x = {te 88 tin BEB) 


et 
T4 1, —15-1 
hôr = hetx ={h Et vET}={h L F4, Bgin-ty ver}—- 
CS | 
= {hy 'eita, VET) 
Il découle de la remarque du $ 8, chap. 1, que 
1 1, fl 
fr *’=h, Ven-ty" 


Cz = fox = hly = hgbx, 


ce qu'il fallait démontrer. 


Donc 
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3. L'homomorphisme d'inclusion Eÿ: A" X-—>A"Y. Supposons que 
le bicompact À est un sous-espace du bicompact Ÿ, tandis que f = 
= EŸ$: X—+Y est l'application (identique) d’inclusion. L’homo- 
morphisme qu'elle induit EŸ: A'X NY s'appelle komomorphisme 
d’inclusion. 

L'image inverse du recouvrement B de l’espace Y relativement 
à l'inclusion f = EŸ est le recouvrement XB du sous-espace X = Y 
que ce sous-espace découpe dans le recouvrement $; i.e. Xf con- 
siste des intersections non vides des éléments du recouvrement $ 
avec ZX.' En désignant par Eÿ? l'application identique (l'inclusion 
naturelle) du nerf | XB | dans le nerf | f |, ainsi que l’homomor- 
phisme d'inclusion EÿP: A"| XB|— A’|B] qu’elle induit. nous 
voyons que l’homomorphisme EY applique lefil êx = {&, &€ A}E€ 
€ A'X sur le fil y = {Eÿ°txp, BE B} € AY. 

Remarque 3. Il est évident que le noyau A’(X:}Y) de 
l'homomorphisme EŸ: A'X — A'Y est le sous-groupe du groupe 
A'X dont les éléments sont des classes de cycles projectifs 7° — 
— {z, & € A} de l'ensemble X, dont les prolongements ESz — 
= (EBPzE, BE B} sur YŸ sont homologues à zéro dans Y. (Pour 
simplifier, nous dirons que le cycle projectif z° € Z”X est homologue 
à zéro dans Ÿ si Eÿz — 0 dans Y.) 

Par la suite, nous nous servirons de la 

Remarque 4. L’annulation du groupe A” (X : Y) signifie 
que chaque cycle projectif de dimension r de l’ensemble X, homo- 
logue à zéro dans Ÿ, est nécessairement homologue à zéro dans X. 

Ensuite : 

Remarque 5. L'image ldu groupe A’X par l’homomorphis- 
me £% est un sous-groupe du groupe A’Ÿ qui sera désigné par 
A7 (YX). Ce sous-groupe consiste de tous les éléments du groupe AY 
qui sont des classes d’homologie contenant les « prolongements » 
des cycles projectifs de l’ensemble X (« Le sous-groupe A7 (YX) = AY 
consiste des éléments du groupe AY situés sur X »). 


$ 3. L'homomorphisme j: V'Y —V'X induit 
par l’application continue f du bicompact X dans 
le bicompact Y'; dualité des homomorphismes 


f et f. Homomorphisme d'’intersection J x: Vrr = VrX 


1. L'homomorphisme f: V'} —+ VX. Supposons que l'applica- 
tion p: A — B est définie de même qu’au numéro 2 du paragraphe 
précédent, et satisfait donc à la condition 1) du lemme 2 du Supplé- 
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ment à ce chapitre (rappelons que les conditions 1) des lemmes 2 et ? 
sont identiques). 


Considérons les spectres S — {V'a, nr}, @œ€A, et > — 
— {V'B, x$.}, BE B, qui ont pour limites respectivement, les grou- 
pes V'X et V'Y. Montrons que pour les homomorphismes jf : V'B —+ 
—+ V'a induits par les applications simpliciales fg (voir n° 1) nous 
avons la condition 2) du lemme ©? du Supplément. 

De même A l'homomorphisme f$ (voir $ 2, n° 2), les homo- 
morphismes fé sont bien déterminés. La validité des relations 

fan LOL =. 
pour B € qu, B’ € qua’ et B’ > B, «’ > « découle de la remarque 1, 
$ 2, et de la remarque au $ 8, chapitre 1. 

Ainsi, les deux conditions du lemme 2 du Supplément sont 
remplies et, par conséquent, on a l'homomorphisme f: V'Y —+ V'X, 
qui est la limite des homomorphismes 5, & € -'B, BE B. Et alors 
l'image fby de la V-classe &, € V'Y est bien déterminée par l’élé- 


ment f5-1 ys pour tout élément y, de la V-classe by. 

A son tour, on déduit de la définition de l'homomorphisme (voir 
chapitre 1, $ 8) que l'élément f5 ys de la V-classe fr est bien 
défini par l’image 1 z8 d'un cocycle quelconque z4 € y. 

Ainsi, pour trouver l’image ft, € V'X de l'élément donné & y du 
groupe v'Y, il faut choisir dans un B € B quelconque un certain 
cocycle z5 € y8 € VB, yh € Ey: alors le cocycle f5h ze détermine 
l'élément 5h ys du groupe V'B-!; la V-classe qui le contient est 
l'élément cherché f&y € V'X. 

Remarque 1. Soient g et k des applications respectivement 
du bicompact À dans le bicompact YŸ et du bicompact Y dans le 


bicompact Z, et f — hg; alors, pour les homomorphismes induits, 
on a la relation 


f = gh. 

Démonstration. Si A, B et T' désignent respectivement 
les ensembles de tous les recouvrements &, B et Ÿ, des bicompacts 
X, Y et Z, et Zr—{V'a, ne}, a€ A, Zr={vP, né}, BEB, >, — 
= {V" VEUDE YET, alors la V-classe fGz: Cz2EV'Z, se définit par 
l'élément fra, Cyr GyE Gz, la V-classe tr = ht, se sent par l'élément 


DER et la V-classe gby —g ht, par l'élément g ANS (h}-1,0). 


Puisque f —hg, on a g‘h"1y—f y. En outre, l’assertion de notre 
remarque dans le cas où X, Ÿ et Z sont des complexes et où f, 
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g et hk sont des applications simpliciales a déjà été établie au $ 8 
du chapitre 1 et donc 


CN L'ERSES MIER SES LEE 


d'où l'on tire fbz = £ ht. 


2. Dualité des homomorphismes f: A'X —+ A'Y etf: V'Y — V'x. 


Théorème 1. Les homomorphismes f:A'X— AY et f: VY—+ 
— V'X sont duaux (sous l'hypothèse naturelle, que nous faisons 
toujours, selon laquelle les groupes A'X et A'Y d'une part, et les 
groupes V'X et V'Y de l'autre, ont pour coefficients des groupes 
duaux, bicompact pour À et discret pour V). 


Démonstration. Ainsi, il faut démontrer que pour tous les 
Cx EAX, CEevV'Y,ona 


(1) (Ex, Er) = (bxs fbr)e 


Pour cela prenons arbitrairement . € re et remarquons (voir n° 5 
du Supplément au chapitre 6 et n° 4 du Supplément au chapitre 1) que 


— —1 — 
(fbxs Gr) = (8 gris CB)» 
(Gxs fbr) = (Ép-1e fp-1t8)e 


Puisque les homomorphismes f : AB! —+ A’Bet fhh1: V'B — 
— V'B-! sont duaux (voir chapitre 1, p. 79), les deuxièmes membres 
des égalités (2) sont égaux, et donc les premiers membres de ces 
égalités le sont aussi, i.e. on a l'égalité (1). 


(2) 


3. L'homomorphisme d'intersection J+: VrY —> VX. Supposons 
que le bicompact X est un sous-espace du bicompact Y et f=s 
= E$: X — Y est l'application identique. Alors l’homomorphisme 
f: VY — V'X qu'elle induit sera désigné par JX: VY —+ V'X et 
appelé hkomomorphisme d'intersection. 

L'homomorphisme JX fait correspondre à la Y-classe &y € V'Y 
la V-classe Ex € VX qui contient pour chaque yg € £r l'élément 


JEsus *). 


*) Le recouvrement XB a été défini au n° 3; on a alors | XB|=|B| 
et Je est l’homomorphisme d'intersection (la définition est donnée au cha- 
pitre 1, $ 3}. 
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Conformément au n° 4 de ce paragraphe, l’image J£t, de la 
V-classe 6, est la V-classe £x € VX contenant le cocycle Jeze 
pour un choix arbitraire du cocycle z4 de la V-classe 6 >. 

On en déduit la 


Remarque 2. Si pour un certain recouvrement f du bicom- 
pact Ÿ (et le recouvrement correspondant X$ du bicompact X = Y), 
et pour les cocycles z4 sur | B | et zxp sur | XB|=]|Blona 


2% = J$ez5, 


alors, pour les classes Ê} € V'Ÿ’, respectivement rx € V'X, de ces 
cocycles (28 € EY, zxp € x) nous avons 


x = Jrty. 
Si l'élément x € V'X est l’image d’un certain élément &y € V'Y 


par l'application JX, alors {% sera l’élément prolongeable (à Y) du 
groupe V'X, tandis que chaque élément ËY qui satisfait à l'égalité 
CE — Jr 
s'appelle prolongement de l’élément &% € V’X sur l’espace Y tout 
entier. Ainsi, le groupe Y'X contient le sous-groupe J£V'Y des 
éléments prolongeables. Ce groupe est parfois désigné simplement 
par V' (XY): 
V' (XY) = JÉVy. 


Le groupe quotient du groupe V”X par le sous-groupe V” (XY) 
est désigné par V° (X : Y). 

Remarque 3. Le noyau de l'homomorphisme J+: V'Y —+ 
— V’'X est parfois désigné par V" (Y, Ÿ X ÆX). Cette notation est 
justifiée par le fait que les classes de cohomologie qui constituent ce 
noyau contiennent des cocycles qui sont dans un certain sens « situés 
sur Ÿ X X 5. 


4. Autres cas particuliers de l’homomorphisme f: V'Y —> V'x; 
degré d’une application ; homomorphisme de l’application canonique. 
Le cas particulier d’une application continue le plus important pour 
nous sera l'application du bicompact X dans la pseudo-variété 
Y — M de dimension n. Dans ce cas, nous pouvons parler du degré 
d’une application *). 

Supposons que la pseudo-variété Ÿ est donnée avec sa triangula- 
tion M” (par la suite A1" sera toujours une sphère de dimension n). 
Alors le groupe V*Y = V” (Y, I) est le groupe cyclique infini dont 


*) On suppose généralement dim X = dim Ÿ = n. Par la suite nous envi- 
sagerons seulement le cas où Y — Âfn est une sphère de dimension n. 
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l'élément générateur &” est la V-classe d’un certain cocycle & de la 
triangulation M” (envisagée comme le nerf du recouvrement 


B — {Oe,, ..., Oe,} 


du bicompact Y consistant des étoiles ouvertes de la triangula- 
tion M”). En qualité de cocycle Z%, nous prendrons toujours un 
simplexe orienté quelconque # de la triangulation M” (par consé- 
quent, z = # sera appelé cocycle fondamental ou cocycle détermi- 
nant l'orientation de la pseudo-variété M”). 
Puisque le groupe V"Y = V"M” est un groupe cyclique, l’ho- 
momorphisme 
f: V'Y = v'Xx 
est complètement déterminé par l'élément 
y" _ vf _ Fidu ‘a vx 
du groupe V”"X que l’on appelle degré de l'application 
f: X— M" =7Y. 
Il est évident que le degré de l'application f, étant défini par l’homo- 
morphisme f: V'Y — V'X et donc par l'application f: X—#Y, 
ne dépend pas du choix de la triangulation M” de la pseudo-variété 
Y = M". En même temps, pour définir le degré y” de l'application 
f: À — M”, il suffit de connaître le cocycle z” dans lequel l’applica- 


tion fo: : V'M" — VB ! envoie le cocycle # d’une triangulation 
(arbitraire) | B | — M"; ici, comme toujours | 8"! | est le nerf du 
recouvrement 


Br — {f 'Oe,, ..., fOe,}, 


tandis que f : [B-]— | 6] = M est l'application simpliciale 
induite (voir $ 2, n° 1) par l’application f: X —+ M. 

En envisageant le nerf | B-! | comme un sous-complexe du com- 
plexe | B | — Met en désignant par { — (e,, ..., e;.) un sim- 
plexe orienté quelconque du nerf | B"!|, nous avons pour la définition 
du cocycle 2° = fh1 t l'égalité 


(z", ) = (20, f t”), 
où le deuxième membre est évidemment égal à 1, —1 ou 0 suivant 
que le simplexe t” est appliqué par fl sur {5, OU Sur —{5, où encore 
sur un simplexe (peut-être dégénéré) du complexe M" = | |, 
différent de +45. Le cocycle z° = 161 to est complètement défini 


si l’on se donne une triangulation M” de la pseudo-variété Y = AM" 
et un simplexe orienté #{ de dimension n# de cette triangulation; 
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on appelle parfois le cocycle z" « degré combinatoire » de l’applica- 
tion f du bicompact X dans la pseudo-variété Y — 11" (triangulée 
et puis orientée par le choix d’un simplexe orienté # de la triangula- 
tion M”). 

Nous avons défini au $ 9 du chapitre 1 le degré d’une application 
simpliciale f d’un complexe quelconque Æ dans une pseudo-variété 
M" de dimension nr (orientée par le choix d’un simplexe orienté t#ÿ 
de dimension r du complexe M"), comme étant la classe 66 € V'K 
du cocycle z* de dimension nr défini sur un simplexe f” (orienté 
quelconque de dimension n) du complexe À par l'égalité 


(27, #7) = (66, fe). 


Nous pouvons dire maintenant: soit f: À —+Y — M” une 
application continue du bicompact X dans une pseudo-variété 
Y — M de dimension n, orientée par le choix d’un simplexe orienté 
de dimension # d'une triangulation quelconque M” de Y. Soit $ 
un recouvrement de la pseudo-variété Af" par les étoiles ouvertes du 
complexe M”, et soit a& l’image inverse du recouvrement $. Désignons 
par f£, comme toujours, l'application simpliciale, engendrée par 
une application f, du nerf | &« | du recouvrement « dans le nerf M" 
du recouvrement B. Soit &5 le degré de l’application simpliciale 
fè: Iæl— M". Alors le degré de l'application f est la V-classe 
tr € V'X qui contient la V-classe 66 E V” | a |. 

Considérons en conclusion l’homomorphisme f: V'Y + V'X, 
induit par l'application canonique f du bicompact X dans le po- 
lyèdre Y = N , qui est l’ensemble sous-jacent à la réalisation géomé- 
trique du nerf du recouvrement w du bicompact X. Nous supposons 
que le nerf du recouvrement w est réalisé sous forme de la triangula- 
tion V, et que le recouvrement lui-même 


O —= {O;, . « …, O,} 


est correct. Alors, en désignant par Oe, l'étoile de sommet e; du 


nerf V, correspondant à l’élément O; du recouvrement w, nous 
avons 


f”'Oe; = O:. 
Si l'on désigne par f le recouvrement 
B — {Oe,, ..., Oe,} 
du polyèdre Y = W,,on a 
a = fiP = {0,,...,0,}) = 0 
et les deux recouvrements $ et & = f-!'B — « possèdent le même 
nerf VN,. L'application simpliciale f6: | & |—> | B | devient dans 
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notre cas l'application identique du nerf N,, sur lui-même, tandis 


que l'homomorphisme fou se réduit à l’isomorphisme identique du 
groupe V' |&æ | = V'N,, sur le groupe V'N , qui engendre l’homo- 
morphisme naturel de ce dernier groupe sur V'X. 

Ainsi, dans le cas considéré, l’homomorphisme f: V'Y — V'X 
est l’homomorphisme naturel 


fx: VNo—r VX, 


qui fait correspondre à chaque V-classe 6 du nerf N,, la V-classe 
du bicompact À qui la contient. 


$ 4. Cas de deux applications homotopes 


Théorème 2. Deux applications homotopes f, et f, du bicompact X 
dans le bicompact Y induisent (pour tout r) ur même homomorphisme 
fo = f\ du groupe V'Y dans le groupe V'X (et donc un même homo- 
morphisme fo — f, du groupe A’X dans le groupe AY). 


La démonstration se base sur quelques propositions auxiliaires. 

Soit w un recouvrement de l’espace Y, et soient f et g deux appli- 
cations continues de l’espace À dans l'espace Y. Nous savons que 
ces applications sont «-proches entre elles sur l’ensemble X, = X 
s’il existe pour chaque point x € X, un élément F du recouvre- 
ment w qui contient les deux points fx et gx. 


Remarque 1. Soit © —= {0,, ..., 0;} et f: X—Y, 
g: À —YŸ deux applications w-proches sur X. Posons U; = f-10,;, 
V: — g”10;, W; — U; N V; pour à — 1, 2 ..., &. Il découle 
du fait que f et g sont w-proches que le système fini d’'ensembles 
{W:;} est un recouvrement de l’espace X. Nous supposerons que, 
dans nos notations, seuls les premiers s, s < k, ensembles ouverts W, 
sont non vides. Alors Ôô — {W,, ..., W,}, et à plus forte raison 
a — {U,, ..., U,}, est un recouvrement de l’espace X. 


Lemme 1. Soient fo et f, deux applications homotopes du bicom- 
pact X dans le bicompact Y et soit fe: À — Y la famille d'applica- 
tions 0 L 0 L 1 qui réalise l'homotopie entre f, et f.. Alors, pour 
chaque recouvrement w de l’espace Y, il existe un e& >> 0 tel que pour 
] 9" — 0” | <e les applications fe et fe sont w-proches sur X. 


Démonstration. On se donne le recouvrement © de 
l’espace X. Prenons un nombre bien déterminé 8,, 0<86,< 1. 
I1 découle de la définition de la famille d'applications {fo}, que 
pour chaque point x € X, il existe un tel e% et un tel voisinage Or, 
que les applications fe, et fe sont w-proches entre elles sur Ox pour 
tous les 6 qui diffèrent de 6, d’un nombre inférieur à e%. Le bicom- 
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pact X est recouvert par un nombre fini de tels voisinages Oz; 
désignons-les 
OZ, 353, Os 


Désignons par e% le minimum des nombres eo ,..., €. Alors 
pour tous les 6 qui diffèrent de 8, par moins que ed, les applications 
fe, et fe seront w-proches sur X tout entier. Soit ©* un recouvre- 
ment étoilé *) dans ©. En appliquant le raisonnement ci-dessus 
au recouvrement w*, nous trouverons pour chaque 8, 0£S6<1, 
un €? tel que pour | 0” — 6 | <e les applications fe et fo sont 
o*-proches entre elles sur X. Par conséquent, et puisque w* est 
étoilé dans w, les applications fe- et fe- sont w-proches entre elles 
sur X tout entier, quels que soient les nombres 8° et 6” de l’inter- 
valle ouvert U, — (0 — ef, 0 + et). Le segment 0 T6 < 1 est 
recouvert par les intervalles Us, il existe donc un ensemble fini 
d'’intervalles Ug qui forment un recouvrement 


y = {Uow + Uo,} 


du segment [0, 1]. Soit e le nombre de Lebesgue du recouvrement y. 
Pour | 0° — 8” | <e les applications fe: et fe- sont w-proches sur X. 
Le lemme 1 est démontre. 


Lemme 2. Supposons donnés les applications f: X—Y et 
g: X—Y et le recouvrement w de l’espace Y. Supposons que l'élément 
CE V'Y possède un représentant dans V'o,(i.e. il existe une classe 
de cohomologie & € V' w qui est contenue dans €). Alors, si g et f sont 
des applications w-proches, on a 


ft = gt. 
Avant de démontrer le lemme 2, remarquons que les lemmes 1 


et 2 impliquent déjà le théorème 2. En effet, il faut démontrer que, 
pour des applications f,: À — Y et f: À — Y, homotopes entre 


elles, on a pour chaque Ë € V'Y l'égalité f,& = f,6. Choisissons une 
famille d'applications {fo}, 0 0 L'1, qui réalise l'homotopie 
entre f, et 1. Définissons pour chaque € € V'Y£un recouvrement w 
tel que Ë possède un représentant dans V'o. Déterminons ensuite & 
pour ce recouvrement « suivant le lemme 1. Décom posons le segment 
0 & 60 < 1 en segments [6,, 6541] de longueur << e, i = 0, 1, ,$, 


8, = = ù 8 — 4. Alors, d’après le lemme 1, les applications fe, 


et fo,,, seront w-proches entre elles pour chaque i = 0, 1, ...,s 
et nous avons donc, suivant le lemme 2 


ht=fub=...=fht=hl ie fb=ht, 
et le théorème 2 est démontré. 


*) Cela veut dire que pour chaque élément 0° € w* il existe un élément 
O € o tel que 0 NO HA, O? Ew*, implique O* & O. 
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Passons à la démonstration du lemme 2, en conservant les nota- 
tions fixées dans son énoncé et dans la remarque 1. 

Prenons un simplexe quelconque #4 de dimension r du nerf du 
recouvrement Ô — {W,, ..., W,}, W; = f-'0, N g”'0, Æ A. Alors 
il existe dans le nerf du recouvrement « (de l’espace Y) ainsi que 
dans les nerfs des recouvrements & = f !w, B — g !w (de l’espa- 
ce X) respectivement des simplexes #,,, &., {8 pour lesquels on a les 
relations 


lo = féta = Lots la = Oùtés tp = bte. 
En prenant un cocycle z, € &%, calculons 
(n$ fa Ze; Le) sn (fa 2: at) + (fa zu: lo) —— (Zu 10 la) — (Zws lo); 


(ré EDZu te) — (SZ ts) = (EÈZa tp) = (Zws gôts) = (Zw, lu)s 


1.6. 
(n$f02 vs te) = (1588 zu) te) 


pour chaque simplexe ft, de dimension r du nerf ô. Mais cela signifie 
justement que 


nÉfez w — 188 Z w 
ie. fG — gt. Le lemme 2 est démontré. 
Puisque dans chaque triangulation & du polyèdre P un élément 


quelconque Ë E V'P doit posséder un représentant dans A’, le 
lemme 2 implique immédiatement le 


Corollaire. Si deux applications f et g du bicompact X dans le 
polyèdre P sont a-proches, où «x est le recouvrement consistant des 
étoiles principales d'une triangulation (quelconque) du polyèdre P, 
alors les homomorphismes f: V'P — V'X et g: V'P — V° X coin- 
cident. 


$ 5. Cas des compacts 


1. Remarque principale. Dans le cas où le bicompact considéré 
est métrisable, i.e. est un compact, la situation se simplifie considé- 
rablement, puisque dans l’ensemble dirigé de tous les recouvrements & 
du compact, on peut trouver une partie confinale dénombrable. 
Pour l'obtenir, il suffit de prendre une suite quelconque de re- 
couvrements 


(1) Min, ss ER ue, 


dans laquelle chaque recouvrement successif œx41, k — 1, 2, ..., 
est inscrit dans le recouvrement précédent, a; étant un &;-recouvre- 
ment et e, — 0 quand k —+ co. 


55] CAS DES COMPACTS 321 


En effet, il découle du lemme de Lebesgue (pour les recouvre- 
ments ouverts) qu'il existe, pour tout recouvrement « d’un com- 
pact O, un recouvrement «&z de la suite (1), inscrit dans @ : il suffit 
de prendre un k si grand que €, soit le nombre de Lebesgue du re- 
couvrement «œ. 

En conservant dans les spectres {V'«, na} et {A'a, &% } seule- 
ment les & qui figurent dans la suite (1), nous obtenons dans chacun 
de ces spectres une partie confinale dénombrable 


(Von } et {A'@œ, Ben}. 


2. Nouvelle démonstration de l’invariance des groupes d’homo- 
logie des polyèdres. Considérons la suite 


(1) d'y directes Chr es 


des triangulations du polyèdre ®, dans laquelle chaque triangula- 
tion est une subdivision barycentrique de la précédente *) et la 
triangulation initiale &« = «&, est arbitraire. Chacune de ces trian- 
gulations «4 est le nerf du recouvrement qui consiste des étoiles 
ouvertes principales de la triangulation &;; ce recouvrement sera 
désigné également par «; **). Puisque le diamètre des éléments du 
recouvrement «& tend vers zéro lorsque À augmente, la suite (1) 
des recouvrements forme une partie confinale de l’ensemble de tous 
les recouvrements du polyédre ®. Si le sommet e;:, du complexe 
%nr+1, possède pour support dans «4 le simplexe T,;, alors l'étoile 
Oer+, est contenue dans l'étoile de chaque sommet de T;, de sorte 
que le déplacement canonique ©, de la triangulation a+, dans a} 
projette le nerf &;., dans le nerf «; et comme il a été démontré au 
chapitre 2, $ 3, ces projections sont des isomorphismes des groupes 


A'œn+, Sur A’. À la suite (1) correspond dans le spectre {A’x , 68) 
la partie confinale 


(2) {Aa Oh} 


tandis que les projections déterminées par les déplacements canoni- 
ques sont des isomorphismes de tous les groupes du spectre (2) l'un 
sur l’autre. Par conséquent, le groupe limite du spectre (2), iï.e. 
le groupe AO, est isomorphe à chacun des groupes A’a,; et, en 


*) Nous supposons connu le fait de géométrie élémentaire suivant (il est 
démontré, par exemple, dans [TC]) : si le diamètre d’un simplexe 7" de dimen- 
sion nr est d, ne les diamètres des simplexes de la subdivision barycentrique 


de Tr sont < - _ d; les simplexes de &, ont donc des diamètres arbitraire- 


ment petits quand k — o. 


*+) Nous désignons ainsi par une même lettre le recouvrement et son nerf. 


Nous avons déjà fait un pas dans cette direction (au $ 1, remarque 1) et nous la 
suivrons par la suite. 


21—0139 
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particulier, au groupe A’«, où « est une triangulation quelconque 
du polyèdre ®. 

Nous avons démontré que les groupes d’homologie A’x d'une 
triangulation & du polyèdre ® sont isomorphes aux groupes A’, 
donnant ainsi une deuxième démonstration du théorème d'’invariance 
des groupes d’homologie d’un polyèdre. 

Soient O un polyèdre, & sa triangulation et W l’espace sous-jacent 
à un certain sous-complexe fermé «’ de la triangulation @&. Dans 
ce cas, le groupe A7(®, mod Ÿ) *) est isomorphe au groupe 
A" (œ, mod &’)}, ou au groupe A’ (œ\ &’) isomorphe à ce dernier. 
La démonstration est tout à fait analogue à celle de l’isomorphisme 
des groupes A’ et Aa. Esquissons-la. 

Ainsi. soit & une triangulation quelconque du polyèdre ® et 
aussi le recouvrement constitué par les étoiles principales de cette 


triangulation. Ce recouvrement découpe dans le polyèdre Ÿ = &° 
un recouvrement &’ constitué des étoiles principales de la triangula- 
tion &’ du polyèdre W. Choisissons un n > 0 si petit qu’il est le 
nombre de Lebesgue des recouvrements & et &’, et considérons seule- 
ment les k si grands que les z; sont des n-cycles (modulo W), 1-homo- 
logues entre eux (modulo Ÿ). L'application canonique d’un n-comple- 
xe quelconque dans le nerf & fait correspondre aux sommets situés 
dans Ÿ les sommets du nerf &’. Par conséquent, tous les z£ sont 
appliqués dans des cycles du nerf &« (modulo &’) homologues entre 
eux dans & (modulo @&'’). Ainsi, l'application canonique dans le 
nerf & définit un homomorphisme du groupe A7 (®, mod Y) dans 
‘le groupe A” (&œ, mod æ&'). Comme précédemment, on vérifie que cet 
homomorphisme est un isomorphisme du groupe A7(®, mod Y) sur 
le groupe A” (œ, mod a’); pour cela, il faut seulement démontrer 
le théorème 3, $ 3, chapitre 2, pour les cycles et les homologies. 
Mais cette démonstration ne nécessite que des modifications automa- 
tiques de nos raisonnements précédents et peut être laissée au lec- 
teur **). 


Théorème 3. Les groupes AO sont algébriquement ***) isomorphes 
aux groupes AO. 


*) Nous aurions pu définir ce groupe à {l’aide [des recouvrements,| comme 
groupe limite du spectre {A7 (œ, mod W,), 5h}, où Y,, est le sous-complexe, du 
nerf æ, consistant de tous les simplexes dont chaque sommet correspond à un 
élément du recouvrement & qui coupe Y. 

**) Puisque l'étude des cycles et des homologies de « modulo &’ est équiva- 
lente à l'étude des cycles et des homologies dans le sous-complexe ouvert a \ @’, 
on peut tout simplement faire un renvoi à la note à la page 121. 

#***) Seulement algébriquement, puisque nous n’avons pas introduit de 
topologie dans le groupe A7®. On peut, bien sûr, munir ce dernier d'une topo- 
logie (par exemple, à l’aide de ce même théorème |) et obtenir un isomorphisme 
topologique. 
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Démonstration. On trouve l'isomorphisme cherché à 
l'aide des applications canoniques définies au chapitre 2, $ 3. 
Soit &« = {0,, ..., O,} un recouvrement du compact ® et soit 


n« le nombre de Lebesgue de ce recouvrement. Prenons n << To. 


Au chapitre 2, $ 3, pour chaque n-cycle z7 du compact ® nous 
avons défini son image canonique 042 € Z’N,, où N, est le nerf du 
recouvrement æ&. Choisissons un cycle convergent quelconque 


(3) = (22 2400 Len). 


Tous ses éléments 2}, à partir d’un certain #, sont des n-cycles, tous 
n-homologues entre eux; donc, pour une application canonique 
dans le nerf &, tous les z£ avec k suffisamment grand déterminent 
la même classe d’homologie — l'élément du groupe A’x qui sera 
également désigné par LE = 0,2. Deux cycles convergents homo- 
logues entre eux définissent un même élément du groupe A’«. Par 
conséquent, l'application canonique 0, du cycle convergent 7 
dans le nerf V, détermine un homomorphisme ©6,: AD — AN. 

Si le recouvrement f est inscrit dans le recouvrement «, et o$ 
est l'application canonique dans V;,, alors, comme on vérifie aisé- 


ment, BÈ0p est une application canonique dans V,. Il en découle 
que l’ensemble des applications canoniques des A.-cycles z7 relative- 
ment à tous les recouvrements &« du compact ® fait correspondre à 
chaque cycle convergent z° les classes d'homologie ES € A’a formant 


les fils du spectre {A’a, ob}; les cycles convergents homologues 
entre eux correspondent alors à un même fil, i.e. à un même élément 
du groupe A’®. Ainsi, nous avons un homomorphisme que l'on 
appelle homomorphisme d'application canonique, ou simplement 
application canonique du groupe Af® dans le groupe A’. 

Démontrons que cet homomorphisme est un isomorphisme. 

Avant la démonstration, faisons une remarque concernant la 
réalisation géométrique dans © du nerf d’un recouvrement donné 
a = {0,, ..., O.}. Dans ce paragraphe, nous entendrons par cette 
réalisation le choix, en qualité de sommets e,; du nerf &, de points 
de ces mêmes ensembles O,, éléments du recouvrement «, auxquels 
correspondent ces sommets. Si le recouvrement donné est un e-re- 
couvrement (pour un certain e donné), alors son nerf réalisé dans ® 
de la manière indiquée ci-dessus est un 2e-complexe *) du compact ® 
et l'application canonique d’un complexe suffisamment fin dans le 
nerf & est un e-déplacement, i.e. pour ce déplacement chaque som- 
met du complexe est déplacé de moins que &. 


*) La réalisation du nerf sera parfois entendue dans un sens plus général, 
voir chapitre 4, p. 209. 


21% 
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Passons à la démonstration du fait que l'application canonique © 
du groupe AÏ® dans A’ est un isomorphisme du premier groupe 
dans le second. Pour cela, prenons une suite de e&,-recouvrements du 
compact D pour ex —+ 0 


(4) Los nie: Œhe 2%: 


où &2+, est inscrit dans «4. Cette suite est une partie confinale de 
l’ensemble de tous les recouvrements du compact ®, de sorte que 
nous pouvons conserver dans le spectre qui détermine le groupe A’ 
seulement les recouvrements de (4) ; leurs nerfs sont supposés réalisés 
dans ©. 

Montrons tout d’abord que l’homomorphisme © est un mono- 
morphisme, i.e. que seul l'élément nul du groupe Af® s'applique 
sur l'élément nul du groupe A”®. 

Supposons que l’image du cycle convergent z° = {z;} est l’élé- 
ment nul du groupe A’®@. Démontrons que z° — 0 dans ®. Il découle 
de nos hypothèses que pour les applications canoniques dans les 
nerfs Œj, Go, . - <> Œpy + - -, tous les z;, chaque fois à partir d’un 
certain numéro, sont appliqués dans des cycles homologues à zéro 
dans les nerfs correspondants. Supposons donné un & >> 0 arbitraire. 
Choisissons un si grand k’ que &,. soit un e-recouvrement ; choisissons 
ensuite un si grand #, que pour À > %, tous les z; soient des n4-- 
cycles, où n. est le nombre de Lebesgue du recouvrement &;: et donc 
a fortiori 12° <te. Les cycles 2, k > ko, sont appliqués par l’ applica- 
tion canonique relativement à &,r, dans les cycles du nerf az’, qui 
leur sont 3e-homologues, et sont homologues à zéro dans ce nerf, 
et donc de toute façon 2e-homologues à zéro dans ®. Donc tous les 2 
à partir d’un certain k sont 3e-homologues à zéro dans ®. Ce qui 
nous montre que l’homomorphisme © est un monomorphisme dans 
le groupe A’. 

Démontrons que c’est un isomorphisme sur le groupe A’® tout 
entier. Prenons un élément quelconque du groupe A’®, i.e. un fil 
Et — {Er}, GR € A'œ,. Choisissons dans chaque &; un cycle z;, alors 


(5) ORtlzr,., — 2, dans @} 


« 


(nous écrivons &}*! à la place de &on+t) et les nerfs &, sont réalisés 


dans ®. La projection &%*! est un ex-déplacement et l’homologie (5) 
une 3e,-homologie ; par conséquent, z° = {z,} est un cycle con- 
vergent du compact © que l'application canonique envoie sur lui- 
même, d’où l’on déduit que o est une surjection du groupe AO 
sur A’®. 

L'isomorphisme des groupes A’® et AfO est établi. 
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$ 6. Définition des A- et V-groupes 
d’un espace localement bicompact 


Soit T un espace de Hausdorff localement bicompact. Considé- 
rons l’ensemble B de tous ses recouvrements (ouverts finis). L'élé- 
ment ©, du recouvrement B sera dit intérieur, si son adhérence est 
bicompacte, et appelons le sommet correspondant e; du nerf | f |, 
sommet intérieur. La réunion des adhérences de tous les éléments 
intérieurs du recouvrement f sera désignée par F3. 

Introduisons un ordre dans l’ensemble B en supposant que 
B’ > B si le recouvrement f’ est inscrit dans f et, en outre, F5: = F;. 
L'ensemble B muni de l’ordre indiqué est un ensemble dirigé, puis- 
que pour deux recouvrements f et B’, leur intersection B /\ f’ est 
inscrite aussi bien dans B que dans f”, et évidemment Fsng = 
= Fg U Fpr. 

Pour un bicompact T l’ordre introduit dans l’ensemble B coïnci- 
de avec l’ordre usuel. 

Désignons par BG le sous-complexe (ouvert) du nerf | 6 | qui 
est la réunion des étoiles de tous les sommets intérieurs du nerf |$ |. 
Le sous-complexe fermé | B | X BG sera désigné par BA. 

Comme tout sous-complexe ouvert (chapitre 1, $ 2), BG possède 
une structure naturelle de complexe cellulaire à opérateurs de fron- 
tière Ac — JËc AEŸ° et Ve = Jéc VEË. Par conséquent, les 
groupes d’homologie A’BG et de cohomologie V’BG du complexe BG 
sont définis. Lorsque $° > B, les applications simpliciales naturelles 
(projections) &$ : | B° | —+- | B | sont également définies. Il y en a, 
en général, beaucoup, mais elles sont combinatoirement proches 
entre elles, puisqu'elles sont définies par un recouvrement f” inscrit 
dans B; en outre, (5 y: BG = B'G (puisque seuls les sommets 
intérieurs du nerf | B” | peuvent être les images inverses, par la pro- 
jection ef, des sommets intérieurs du nerf | f |) et toutes les applica- 


tions &$ : B'A— BA sont combinatoirement proches. Par consé- 


quent, les projections &$°: | B |—+ | B | induisent les homomor- 
phismes (voir chapitre 5, $ 2, n° 1) 


EGÉ": AB'G—+APG et nG$.: VsG—+ V'R'G, 


qui ne dépendent pas du. choix de la projection $ : |BI—]1Bl 
(voir chapitre 5, $ 2, lemme 3); puisque les groupes de coefficients 
des groupes A”fG et V'BG sont duaux, les homomorphismes 6G$ 
et aGË: Je sont aussi (voir chapitre 5, $ 2, définition, de l’homomor- 
phisme fc). 
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Ainsi, les spectres suivants sont définis: 
inverse 2 —{A'BG, 8GË }, BEB, 
direct © —{V'BG, nGhe}, BEB. 
Désignons leurs limites respectivement par AT et V'T (plus correcte- 
ment, A’(T, H)et V'(T, $), où À et $ sont les groupes de coef- 
ficients) et appelons-les respectivement groupe d'homologie (A-groupe) 
de dimension r et groupe de cohomologie (V-groupe) de dimension r de 
l’espace localement bicompact T'. 

Si l'est un bicompact, alors les groupes que nous venons de 
définir coïncident avec les A- et V-groupes du bicompact l introduits 
au $ 1. 

Tout ce qui a été dit au $ 1, en particulier, la remarque 2, con- 
cernant la définition des groupes A’X et V'X du bicompact X, 
reste en vigueur (avec les modifications évidentes) pour un espace 
localement bicompact T. 


Remarque. Si B, est l’ensemble de tous les recouvrements 
ouverts finis de l’espace [avec l’ordre usuel de cet ensemble, alors, 
pour les mêmes raisons que précédemment, les spectres suivants 
sont définis: 


inverse 2, = {A"BG, &GË'}, BEB, 
direct 2, —{v'fG, nG$}, BE Bo. 


Puisque l’ensemble dirigé B s'obtient de B, en prenant un ordre 
plus faible, on peut considérer les groupes AT et VT comme étant 


les limites des spectres Z, et Z, respectivement (Supplément, $ 1, 
propositions 2 et 2). 
$ 7. Homomorphismes liés à la figure X,®,F 


Supposons donnés un bicompact X et un bicompact O qu'il 
contient, et l’ensemble ouvert FL = X X ©. Notre but immédiat 
consiste à définir les homomorphismes 


d’intersection JT: A’X—+ AT, 
d'inclusion Ez;: V'T—+V'X, 
ainsi que les homomorphismes de frontière 
9: AT —+ A7-19, 6: V'-1O —+ V'T. 


Mais avant il nous faudra faire quelques remarques et démontrer 
quelques assertions auxiliaires. 


1. Lemmes. Les groupes Ar et Vr et leur isomorphie aux grou- 
pes A” T'et V'T. L'ensemble de tous les recouvrements & (ouverts 
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finis) du bicompact X avec l’ordre usuel sera désigné par À, et l'en- 
semble de tous les recouvrements À du bicompact O avec l'ordre 
usuel sera désigné par À, et enfin, l’ensemble des recouvrements f 
de l’espace localement bicompact F avec l’ordre indiqué au para- 
graphe précédent sera désigné par B. 

Notons A* l’ensemble (ordonné par la relation d'inscription) 
de tous les recouvrements À € À qui peuvent être prolongés à un 


recouvrement semblable *) w: d’un certain voisinage O0, de l’en- 
semble ©. 


Lemme 1. L'ensemble A* forme une partie confinale de l'ensem- 
ble dirigé À; il est donc lui-même dirigé. 


Démonstration. Considérons un recouvrement quelcon- 
que À € A. Soit u un recouvrement fermé du bicompact ® combina- 
toirement proche de À. « Agrandissons » le système pu à un système 
semblable w;: d'ensembles ouverts dans X (voir [AP], p. 67). On peut 
évidemment supposer que le recouvrement À’ découpé par le systè- 
me «2 dans © est inscrit dans À. Il est clair que À’ € A*. Le lemme 
est démontré. 

Le lemme 1 permet de considérer les groupes A’O et VO comme 


étant les limites des spectres So = {A'4, &ù' }, AE A*,et So — 
= {V'A, x}, À E A (voir Supplément, n° 3, 4), ce que nous ferons 
par la suite. 

Désignons par & le recouvrement dont les éléments sont les adhé- 
rences des éléments du recouvrement &. Désignons par F, la réunion 
des éléments de « situés dans l'. Prenons un ordre plus faible dans A 
en supposant que &’ > « si le recouvrement a” est inscrit dans « et 
F,: = F,. L'ensemble A avec l’ordre indiqué sera désigné par Ar. 


Lemme 2. L'ensemble Ar est dirigé 


Démonstration. Choisissons arbitrairement les recouvre- 
ments & et «&’. Leur produit & /\ &” est inscrit dans chacun d'eux 
et Fcna = Fa U Fa’. Le lemme est démontré. 

Les propositions 2 et 2 du Supplément au présent chapitre per- 
mettent maintenant d'envisager les groupes A’X et V'X comme 
limites des spectres 


{A'a, 6%}, @EAr et {V'a,na}, aCAÂr. 


En outre, si nous désignons, par analogie avec le paragraphe précé- 
dent, par «G le sous-complexe ouvert du complexe | & | constitué 
des étoiles de ceux des sommets de ce complexe qui correspondent 
aux éléments du recouvrement æ& contenus avec leurs adhérences 


dans L', alors pour &’ > æ et pour toute proiection 8% : |[a’|—+/|a | 


*) L.e. possédant le même  erf. 
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nous avons l'inclusion (&%)-! «G = a'G. Désignons par 
DGSE : A'a'G—>N'aG et nG£: V'aG—+>V'a'G 


les homomorphismes induits par les projections &% : |æ’ |[—+—]|al! 
(voir chapitre 5, $ 2, n° 1). D’après les mêmes considérations que 
dans le paragraphe précédent, nous obtenons les spectres: 
inverse Sr — {A’aG, 6Ge }, &@E€ Ar, 
direct Sr —{V'aG, nGe}, @EAr 
dont D limites seront désignées respectivement par Af et Vr, 
= 0, 

. le ‘recouvrement a E Ar nous désignerons par Da et l'œ 
les recouvrements découpés respectivement dans ® et dans T° par le 
recouvrement &. Notons w (œ) le système de tous les éléments du 
recouvrement & dont les intersections avec ® sont non vides. Dési- 
gnons par A* l’ensemble de tous les recouvrements & pour lesquels 
le système « (œ) est un prolongement semblable du recouvrement Da 
(donc Dax E A*). En effet, désignons par A” l’ensemble des recouvre- 
ments & € A* pour lesquels 

1) les éléments du recouvrement & contenus dans T forment un 
recouvrement B = B (œ) de l’ensemble T'; 


2) les éléments du système « (&«) n’intersectent pas l’ensemble 
Fe (= pto)- 


Lemme 3. L'ensemble A” est une partie confinale de l'ensemble Ar. 


Démonstration. Prenons un recouvrement quelconque 
Œ € Ar. 

Inscrivons d’après le lemme 1 le recouvrement À € A* dans 
le recouvrement Da et prolongeons À semblablement (en conservant 
la propriété d’être inscrit dans le recouvrement æ&) dans un recouvre- 
ment 1 d’un certain voisinage 0,® du bicompact ®. On peut 
évidemment supposer que 0,9 f\ Frs = A. Le recouvrement &” 
constitué des éléments du recouvrement lTx de l’ensemble l' et des 
éléments du système «w est inscrit dans le recouvrement & et F,- = 
= Fra = F,. Le lemme est démontré. 

Désignons par A” l’ensemble des recouvrements & € A* pour 
lesquels : 

4) les éléments du recouvrement & contenus dans F y sont con- 
tenus avec leurs adhérences, 

2) l'intersection avec T de tout élément du système « (a) dore 
un élément non intérieur du recouvrement f = J'&. 


Lemme 4. L'ensemble A’ est une partie confinale de l’ensemble Ar. 


Démonstration. Comme dans le lemme 3, inscrivons 
pour un & € Âr quelconque le recouvrement Da dans À € A* et 


$ 7] HOMOMORPHISMES LIES À LA FIGURE ZX, ©, Tr 329 


prolongeons À semblablement (en conservant la propriété d'être 
inscrit dans a) dans un recouvrement «w: d’un certain voisinage 0;,® 
du bicompact ®. On peut alors supposer que pour chaque élément V 
du système wo: l’ensemble [V f\ l'] n’est pas contenu dans T (autre- 
ment nous aurions remplacé V par V X [V f\ FI]. On peut évidem- 
ment supposer 0:® fN F4, — A. Prenons un voisinage U du bicom- 
pact ® avec [U] = 0;®. Le recouvrement a’, qui consiste des élé- 
ments du système w, et des différences entre les éléments du recouvre- 
ment & et l’ensemble [U], est inscrit dans «&, et, puisque 0,9 fN F4 — 
= AonaF,: = F,. Le lemme est démontré. 


Le lemme 4 et les propositions 2 et 2 du Supplément permettent 
de considérer les groupes A’X et VX comme étant les limites des 
spectres 


S'={A'a,&%}, aeA', et S'—{V'a, nc}, «CA, 
ce que nous ferons par la suite. En outre, les lemmes 3, 4 et les pro- 


positions 2 et 2 du Supplément permettent de considérer les groupes 
Af et VF comme étant les limites des spectres 


Sr={A'aG, GE}, aeEA’, et Si—{V'aG,nGe}, aEA', 
et permettent d'affirmer que les limites des spectres Sr et 
Sr=4{A'aG, BG}, œEA”, 
d’une part et des spectres Sr et 
Sr={V'aG, n$}, aEA”, 


d’autre part sont isomorphes. L'isomorphisme (déterminé dans la 
proposition 2 du Supplément) de la limite Ar du spectre Sr sur 
le groupe Af (envisagé comme étant la limite du spectre Sr) sera 
désigné par À ; l’isomorphisme défini dans la proposition 2 du Supplé- 
ment et appliquant le groupe VF (envisagé comme Ja limite du 
spectre Sr) sur la limite Vr du spectre Sr sera désigné par h. Décri- 
vons ces isomorphismes.| 

Nous désignerons par «” — &«” (a), pour le recouvrement & € A’, 
le recouvrement obtenu de & de la manière suivante: les éléments 
de æ” seront les éléments du recouvrement l'&« de l’ensemble l et 
les différences non vides des éléments du recouvrement «& et de 
l’ensemble F,. Puisque &« E A’,onaF, = Fr. Donc a” (&œ) E A”. 

Remarquons que pour &æ” = «&”(«) les projections 


GE : A'a'G—r\'aG et nGS-: V'aG—>V'a’G 
sont isomorphes. En effet, fixons la projection &% : |æ”|[—|at 


en la définissant aux sommets du complexe | «” | de la manière 
suivante: notons les éléments du recouvrement et les sommets 
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correspondants de son nerf par un même symbole et posons 
&% (O0nNnF)=0et 64 (ON Fa) =0,0€ a. On voit facilement 
que la projection &S induit un isomorphisme du complexe &”G 
sur le complexe aG, et (85 )-! «G = a”G. Dans ces conditions, les 
projections 

GE : A'a'G—rN'aG et nGé-: V'aG—+V'a”G 
sont évidemment des isomorphismes. 

Les isomorphismes k et k peuvent être décrits de la manière 
suivante. Pour un fil E — {E,, &« € A”} du spectre S\:, le fil RE sera 
de la forme {E, à € A’: E = 6Ga Ec-, a” — a" (a)} et pour la 
V-classe Ë du spectre Sr la V-classe AË se définit par un élément 
quelconque de la forme nGé-bo, Ca € &, œ E A’, a" — ax" (a). 


Théorème 4. Les groupes Af et AT, Vr et VT sont isomorpkhes. 
Démonstration. Il suffit d'établir l’isomorphisme des 
limites des spectres ST et Z, respectivement Sr et 3 (p. 326). Défi- 
nissons l’application ÿ: A”— B en posant & = B (œ) (voir .n° 1, 
définition de l’ensemble A”). Cette application sera surjective. 
En effet, un recouvrement quelconque B est 6 (x), par exemple, 


pour le recouvrement & € A”, qui consiste des éléments du recouvre- 
ment f et de l’ensemble X X F8. 


Montrons maintenant que l’application w# satisfait à la condi- 
tion (1) des lemmes 2 et 2 du Supplément. 


Soient & Evÿp'B, «&’ Ep PB’. Posons B” = B /\ B'. Inscrivons 
dans le recouvrement Da /\ Da’ le recouvrement À € A* et pro- 
Jlongeons ensuite À semblablement (de sorte qu’il reste toujours 
inscrit dans & /\ «’) dans un recouvrement ouvert w: d’un tel voi- 
sinage 0,0 de l’ensemble O que 0,0 N Fgr = A. Le recouvremen 
&” = & U B” sera inscrit dans & re æ', Far = Fp- = FpÙ Fe = Fa Fa 
a"E A” et B(æx”)—f”, i.e. PB" — 


Ainsi la condition (1) des 1 lemmes 2 et 2 du Supplément est 
satisfaite. 


Pour le recouvrement & € À”, le recouvrement B —$ (x) de l'ensem- 
ble Fest un sous-système du système & et on a donc une inclusion 
naturelle i£ du nerf |fB] dans de nerf |æ|. Cette LoAee est un 
isomorphisme de fG sur aG et (il) * GG — me l'inclusion if induit 
donc les isomorphismes if : A'«G—> A'BG et 18: BG—+V'aG”*). 

Si B—B(œ), B’—B(x’) et B>>$, «>, alors chaque projection 
25 : [B'|—|B| peut être prolongée dans une certaine projection 


*) Plus exactement, les isomorphismes 16 et 1 sont inverses des isomorphis- 
mes induits par l'inclusion 18. 
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: [æ'|—]æ|, en supposant JBl=lal [BI Il" |; il est évident 
que les homomorphismes &Gz et &G$, ainsi que nG£- et nG$ 
coïncident tout simplement, si l'on identifie les groupes A'aG 
et A’BG, A’a'G et AG, V'BG et V aG, VBG et V'a'G respective- 
ment à l'aide des isomorphismes ig, 4, ib, ip. 

Autrement dit, on a les relations 


59Gs —06b if. et nGS.il il 168. 


i.e. les conditions (2) des lemmes 2 et 2 du Supplément sont 
également satisfaites. On tire de ces lemmes : 


1) les Ro AomOp sms continus is: Ar—A'B et les homo- 
morphismes iP: Y'B—»>vi sont définis: ils vérifient respectivement 
les conditions 

is 066$ ip et EP — ip 'nGk, 


pour ff; 


2) l'homomorphisme continu i: Af—+ A'T est défini et satisfait 
aux conditions 


GG pi = Îp5 B € B; 
3) l'homomorphisme -i: VT—+ Vi est défini; il satisfait à 
inG= 8, BEB. 


Les applications R et if sont des isomorphismes et donc, en vertu 


des remarques 2 et 2 du Supplément, les homomorphismes à et i le 
sont aussi. 


Enfin, les applications j = hi-! et j — i-'h sont des isomorphis- 
mes du groupe A’T sur Af et, respectivement, du groupe VE sur 
VTT. Le théorème est démontré. 

Décrivons les ci LS j et j sans faire appel aux isomor- 
phismes k, i et h, 

Pour un a quelconque æ« € A’, définissons l’applica- 
tion simpliciale j8 : |Bl—æ— Ia |, B = Ta en la définissant aux 
sommets du complexe B ainsi (les sommets du nerf du recouvrement 
sont désignés par les mêmes symboles que les éléments du recouvre- 


ment correspondants) : jo (0NT=0,0Ea ONTÆ A. On tire 
de la définition de l'ensemble A’ que l'application j$ est une inclu- 
sion (i.e. un isomorphisme de || dans |æ| et (jË) 1 a«G=BG. Par 
conséquent, l'application j£ induit les isomorphismes 


A'BG —+ A'aG et j5: V'aG —> V'PG. 
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On voit facilement que B= laœ est B(a”) pour «’=a’(a) et j5 — 
= 66% (if), JE — (ie-) 1nGG- *). 

Ainsi, pour le fil LUE. BEB} du spectre £, le fil jër — Le 1e 
du spectre Sr est de la forme {E,@€ A: ë = 0GS (ig "y Ep — je Es, 
œ"—@"(a),B—f$B(a&)=Ta} et pour la V-classe Ÿ du spectre Sr la 


V-classe jG—ith£ô se détermine par un élément quelconque de 
la forme 


EE) nGSte = 8 Las Le EGa" = a" (a) B=B(a)=Ta 


En même temps j est un D NEA et donc pour le fil & — 


—{Ea, «€ A’} du spectre Srle fil j ‘E=ih"tE sera l'unique fil du 
spectre Z qui contient tous les éléments de la forme 


(GE) LE = 18 (GS ) En, GE A’, 
a”—a" (a), B=Ta—$B(x'). 


Pour la V-classe Cr du spectre Z la V-classe j-'£rse définit par 
un élément quelconque de la forme 


GEY 1 Es = (nGa-) * ia-te, LE tr, B=Ta=B(a"), &=a" (a). 

2. Définition des  homomorphismes JT: ATX + A'T et 
E*: VrTVrxX. D'après les isomorphismes du théorème 4 démontré, 
on peut se servir des groupes Af et VF à la place des groupes AT et 
VTT, en les considérant comme les limites des spectres Sr et Sr. Les 
groupes A’X et V'X, A’Oet V'O seront envisagés comme les limites 
des spectres S’et S”, So et S+ respectivement. Les recouvrements 
a € A’ présentent l'avantage suivant: pour l’inclusion naturelle de 
| Da | dans | & | et l’inclusion jE: [Ta |— | & | on obtient une 
identification des nerfs | À |, À = Da, et | B |, B = Tl'œ, sans élé- 
ments superflus: BG = aG et [a | XaG = |À |. Cette remarque 
permet d'appliquer les homomorphismes d'’inclusion et d’inter- 
section considérés précédemment (voir chapitre 1, $ 3, p. 30), ainsi 
que les homomorphismes de frontière des complexes; en outre, cette 
remarque permet de se servir par la suite du théorème 2 ($ 2, cha- 
pitre 9). 

L'application identique de l’ensemble A” sur lui-même satisfait 
évidemment à la condition 1) des lemmes 2 et 2 du Supplément, et 
en outre (voir chapitre 5, $ 2, théorème fondamental 2), 


BGCAJE = JO et EL nGS, = n%, ESC 


*) Voir la remarque à la page 79. 
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pour a >>a@ (puisque (9%) taG = a,G). Les lemmes 2 et 2 du Sup- 
plément permettent donc d’introduire : 


1) les homomorphismes continus JX:: A'X — \'aG et les ho- 
momorphismes ES: V'aG—> V'X, «€ A', qui vérifient 


Je = ® QG Ja et ES — EF nGe, 
pour d: >ua; 
2) les DOROmerp ne continus Ji: A'X —+ Af et les homo- 
morphismes ET: Vi — v'X qui vérifient : 


GR = JE et EFnGC ES, ae A'. 


Il est'évident que l'homomorphisme J fait correspondre au 
fil E— Œ. a € A'} du spectre S” le fil {ac & € À‘: Eac = J'ac a} 
du spectre Sr, tandis que l'homomorphisme Ex fait _correspondre 

à la Y-classe & du spectre Sr la V-classe du spectre S' déterminée 
par un élément quelconque de la forme ÆG ÉGALE 

Posons 

JR =jiJÉ et Ej Ext. 


Il découle de la description des homomorphismes j"!, JA, 
Ex, jt, que 
1) l'homomorphisme J à fait correspondre au fil E—{E, &€ A} 


du spectre S’ l'unique fil du spectre ËZ qui contient tous les élé- 
ments de la forme 


(8) Je, GE A', BP=Ta; 


2) l'homomorphisme Ex fait correspondre à la V-classe © du 
spectre Z la V-classe du spectre S” définie par un élément quelconque 
de la forme EX (5%)-! in, a E A’, B=Ta, GE L. 


3. Définition des  homomorphismes Ô0:A"T + AIO et 
6:V'-10-VrT. Définissons d’abord les homomorphismes d': A —+ 
+ Ar-1D et 6°: V'-1D —+ V£. 

Posons yx = Dx pour & € A’. L'application y: A’— A* ainsi 
définie est surjective. En effet, un recouvrement arbitraire À € A* 
peut être prolongé combinatoirement en un recouvrement &w; d'un 
certain voisinage 0,0 de l’ensemble ®. On peut encore supposer que 
l'intersection d’un élément quelconque du système w, avec F n'est 
pas contenue dans F avec son adhérence. Le recouvrement & qui 
consiste des éléments du système w; et du voisinage V SIVIT 
de l'ensemble X X O,® appartient au système A” et Da — À, 
i.e. À = Ye. 
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L'application y satisfait à la condition 1) des lemmes 2 et 2 
du Supplément. En effet, soient À et À, € A*, À = Oa et À, = Da. 
Choisissons un recouvrement À, >> À À A4, À E A*. On peut le 
prolonger combinatoirement en un recouvrement «3, d’un certain 
voisinage O;,0 de l’ensemble © tel que: le système w:, sera inscrit 
dans le recouvrement & || &;,; pour chaque élément U du système 
o0naUNFr=AoulU NrTIŒEF,et, enfin O0;,,® N (Fe U Fa,)= 
— À. Si le recouvrement «&. consiste des éléments du système w2, 
et des différences entre les éléments du recouvrement & À a, et 
l’adhérence du voisinage V = [V] = O;,@ de l'ensemble ©, il est 
clair que 


Œe E A”, Dash D A, Ge > Eu: 


La condition 1) des lemmes 2 et 2 du Supplément est donc satisfaite. 
Comme nous l’avons déjà remarqué, on peut supposer | Pa | = |a | 
et alors aG—|a| K{®Oa] pour &EA’ et les homomorphismes 
05: A'aG —> ATX et 6%: VIA — V'aG sont donc définis pour 
À — Da. Montrons que ces homomorphismes vérifient la condition 
2) des lemmes 2 et 2 du Supplément. 

Soit æ > et (donc) ÀA:=Dæ >À—Oa. Alors pour chaque 
projection @':|@&;| —+ |[&|, on a l'inclusion &'|A,|=]A| (en sup- 
posant que |[A[=|æ] et |A] = ||) de sorte ‘que (&') taG=a;G, 
la restriction de la projection &e' à |A,;| coïncidant avec une des 


projections du nerf |À,| dans le nerf |A. En vertu du théorème 
fondamental 2 du $ 2, chapitre 5, on a 


BOT: — 05068 et 62'xù, — 162.62. 

Ainsi, les lemmes 2et 2? du Supplément permettent d'intro- 
duire : 

1) de tels homomorphismes continus 4, : Ar —+ Ar"iA et de tels 
homomorphismes 6": yriÀ4 —+ Yr, ÀEA* que =" et 6 — 
— 6*"r£. pour À << À’, 

2) un tel homomorphisme continu 4’: Ar —+ A71® et un tel 
homomorphisme 0 : V'-1®O—+ Vr, que 0, —@0" et 6 — 6'rà, À E A*. 

Enfin, définissons les homomorphismes 

0: AT — AO et 6: V7 1O —> VTT 


en posant 0 — 0'j et 5 — jô.. 

L'homomorphisme 9’ fait correspondre au fil E—{E, &æ€A'} du 
spectre Sr le fil d'E—.{E, AC A" :E,— 058, À— Da, a € A'} du spec- 
tre So. L'homomorphisme 6’ applique la V-classe Ë du spectre 


$ 8) SUITES EXACTES 335 


So dans la V-class du spectre Sr définie par un élément quel- 


conque de la forme 646, &€6, ÀAEA°, À= Da. Par sg PEU 
1) l'homomorphisme à fait COrPApOnOrS au fil E=— {s, BE B} du 


spectre 2 le fil 0’ 4, AE A: En = 0%jEs, À = Ou, aCA'.B=Ta} 
du spectre So; 


2) l'homomorphisme ôÔ fait correspondre à Ja V-classe Ë du 
spectre Sœ la V-classe _du spectre S déterminée par un élément 
quelconque de la forme jpôata, (1€ 4, AEA*, A =ODa, a€A',B=Ta. 


$ 8. Suites exactes liées à la figure X, ®, 


Théorème 9. Les suiles suivantes de la figure X, ©, T sonf 
exactes 


D À 
ô Ex JT 
A (X, D, F): . > ArIT — AO ——> A'X ———> 


+ AT AD +... + AT 


et 
x 
: ô Jo 
V(X,®,F):... V'IE — VO ——— 


EX Ô 
— VX — VTT VO... V'r. 

Démonstration. D'après la définition des homomorphismes 

JÈ et 6, EL et 6 il suffit d'établir l'exactitude des suites 
_ © JX : 

+ AFF TS AD — 5 ATX 5 AF #5 AID +... —+ AT 

et 
ia É: 

.— Ve 2 v'O PE V'X — Vr == VO — ...— VTT. 

1. Démontrons que Im 9’ = Ker ET et Kerô’—Im 13. 

Prenons un fil quelconque £r—4{£,e, &æ € A'}€ Ar'' du spectre Sr. 
Alors EX0'Er={E, «€ A':E = Eô%Eec —0 *), À=Oa}, et donc 
Imô’=KerEŸ. Supposons maintenant que nous avons pour le fil 
Evo = {E, À € A°}EA’"®O du spectre So l'égalité Eto = {£, @€ 
CA':E, — Et, À — —Oa} —0. D'après le théorème fondamental 1 du 
$ 1, chapitre 5, il existe pour chaque & € A’ et À — Oa un élément 


*) D'après le théorème fondamental 4 du $ 1, chapitre 5. 
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E,c EAtiaG tel que ÉÉEcc —E. Ainsi, pour chaque & € A’ les bicom- 
pacts Vo —(0$)"1E, À—Oa sont non vides. (Le lecteur se rap- 
pelle que les groupes de coefficients, et par conséquent, les grou- 
pes d’homologie correspondants sont bicompacts, tandis que les 


homomorphismes 4% sont continus.) Puisque Ga DGe — os 00" 
pour æ >@ (voir iéoène fondamental 2 du $ 2, chapitre 5), on 


a EG WW, = Ya. Par conséquent, les bicompacts Y, forment un 
spectre {W., 9%}, &æCA’, dont la limite W est non vide (voir AP, 
proposition 4, p. 144) et se trouve dans Af!, et l'on a évidem- 
ment 0'W:-E. Ainsi, Ker E% = Imô’. L'égalité Im’ —=Ker EŸ 
est démontrée. 

Considérons maintenant la V-classe BC V'X du spectre S’— 
={V'a, n$}, «C4'. La V-classe 6'J$6 se détermine par un élé- 
ment quelconque de la forme 69J%te, où Ga EC. D'après le théo- 
rème fondamental ‘1 du $ 1, chapitre 5, 69 Jœuba—0 et donc 
S'JÉE —0. L'inclusion Im J$ = Ker 6’ est démontrée. 

Prenons maintenant une V-classe 6 € VO du spectre S®— 
={V'A, ni}, LEA*, telle que 6’ — 0. 

Choisissons un élément quelconque &; de la V-classe Lo et un 
recouvrement &æ€ A’ tel que À =ODa. Si Ô’Eo = 0, il existe un indice 
a'>a tel que nGZ65E, — 0. Mais alors (d'après le théorème fon- 
damental 2 du $ 2. chapitre 5) on a aussi OL rburta = 0. De 
l’exactitude de la V-suite pour les complexes ($ 1, chapitre 5) on 
tire l’existence d’un élément &,, du groupe V'a’ tel que Hart = 
Jet Pour la V-classe CEV’X qui contient l'élément &,., 
nous avons l'égalité suivante: J$t—Jänc'e.. = pou Jeter — 
= no'nit=nt 6e. Ainsi, l'inclusion Ker 6 SImJé est 
démontrée ; on a donc aussi Ker 6’ —ImJ&. 

2. Démontrons que Im EY = Ker Ji et KerJS —ImE£E*. 

Prenons un fil quelconque Er ={E,, À € AE A'O du spectre So. 

Alors JF Eîto={t,, ae A':E=JUGEE, À —Oa}—=0, et donc 
d’après le théorème fondamental 1 du $ 1, chapitre 5, on a 
JET E Da = 0, & € A’. 

L'inclusion Im£$ = Ker Ji est démontrée. 

Considérons maintenant un fil E={£, &€ A'}EA'X ‘du spectre 
S' tel 'qué JRE—{Ec, &EA':Ecc = JE} == 0. D'après le théo- 
rème fondamental 1, $ {, chapitre 5, et l'égalité JécE —0, æ&€CA’, 
on déduit l'existence on élément Lou du groupe A'Ox qui véri- 
fie ÆEEpe = Ex Ainsi, pour ‘chaque &œE4’ les bicom- 
pacts Von = (ES) 1E sont non vides. Pour &'>«, sui- 
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vant Je théorème fondamental 2, $ 2, chapitre 5, on a 
EDR - GES (si Oa'= Da, alors 54 sera l'application 
identique). Par conséquent, Ges Vos © Vox pour &'>aœ. Ainsi, 
nous avons un spectre {Vous Go} @EA', de bicompacts non 
vides. Sa limite Wa est non vide (voir AP, p. 144) et elle est 
naturellement située dans A'O, ETYo=E. Ainsi Im ET=Kerf À, 
donc ImE?$=KerJr. 

Considérons maintenant la Y-classe 6rEVr du spectre Sr. La 
classe JSEx 6r se définit par un de ses éléments quelconques de 
la forme JE Et, CaCbr, qui est nul d'après le théorème fon- 
damental 1, 8 4 chapitre 5. Ainsi J$Extr—0 et donc ImE£EŸ = 
= KerJS. 

Supposons maintenant que J$t=0 pour une V-classe ÉCV'X 
du spectre S’ Choisissons arbitrairement &€ A’ et À a Alors 


pour un certain À'>>A, À'EA*, nous avons l'égalité LÉ Ta = 
—=0, 6 €&. Nous pouvons, comme nous avons déjà fait ci-dessus, 
construire un recouvrement &’E A’ pour lequel «=> et Da’ — À. 
no (voir théorème fondamental 2, du $ 2, chapitre 5) on a 


On Je = J$nte. D'après le théorème fondamental 1 du S 1, 
chapitre 5, il existe un élément &-« du groupe V'a'G tel que 


Et = Rte. Alors pour la V-classe &r € Vrdéterminée parl'élé- 
ment &,-c on a la relation Eftr=t. L'inclusion KerJSS=Im ES 
est démontrée et on a donc démontré l'égalité KerJE—Im EX. 

3. Démontrons enfin Im J:* — Ker 0’ et Ker EX —Im6’. 

Prenons Je fil E--{E,, &æ€A'} du spectre S’. Alors 9'J FE — 
={E,, AE A*:E — Jobs, Da—À, &EA'}. D'après le théorème 
fondamental 4 du 8 1, chapitre 5, OŒJ&E, —0, d'où 9'JFE—0 et 
donc ImJrte Kerg’. 


Supposons maintenant que le fil ër—{E,c, & € A’}E AT vérifie la 
relation d'Er= {E1, AE A* :E— OEcec, À = Da, «CE A'}—0. D'après 
le théorème fondamental du $ 1, chapitre 5, et de l'égalité 
OEcc —0, À = Da, on déduit l'existence d’un élément E, du groupe 
A'a tel que J'écEa = Eec. Ainsi, pour chaque &E A’ le bicompact 

— (JS) 'Ec est non vide. Puisque 8G£S Jéc—J%c0S pour 
a’>a (théorème fondamental 2 du $ 2, chapitre 5),ona@w,. = 
= Y,. La limite W du spectre {Y,, o%}, œE A", est non vide, 
elle se trouve naturellement dans A'X et JR Y— ns L'inclusion 
Ker9 = ImJi* est démontrée et donc Ker6’ —=ImJ. 


22—0139 
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Prenons une V-classe Co CE VO du spectre Sœ. La V-classe 
Exô'to se définit par un élément quelconque de la forme 
ES6Àt,, Ex Elo: À — Da, a CA’, qui est nul en vertu du théorème 
fondamental 1 du $ 1, chapitre 5. Ainsi, EX6'to= 0, d'où l'on 
tire Imô’ = Ker £*. 

Supposons maintenant Eÿtr—0 pour une VY-classe trE VF du 
spectre Sr. Prenons &cEtr. Il existe alors un &'>a@ tel que 
a Etc =0 et donc (d'après le théorème fondamental 2 du $ 2, 
chapitre 5) on a Æ%nG£t.. —0. D'après le théorème fondamen- 
tal 1 du $ 1, chapitre 5, il existe un élément £s du groupe 


VriDa’ tel que OP tou — 1G%bac. Alors pour la V-classe Lo 
déterminée par l'élément Lo’ nous avons la relation Ô’Es = Ér, d'où 
Ker EY < Im’ et donc Ker EX — Im 6’. Le théorème 5 est démontré. 


$ 9. Isomorphisme de dualité ; dualité générale 
D'après le théorème élémentaire de E. Nœæther sur les homo- 
morphismes, appliqué aux homomorphismes 
Ô: VID —> VT et 9: AT — AT, 


on déduit de l'exactitude des suites 
x T 


Mo) gr & gro 2 gx < 2 gr à 
VD +... vT 
ô EX IF 6) 
(1,) .….—> AIT —> AD — > ATX —— AT — 
+ AD +... AT 
les isomorphismes 
(2v) Vr1O— Ker 6 — Im ô = Ker EX, 
où Ô: V7 1O —+ VTT, EX : V'T > V'X et 
(2,) AT —Ker 0 —Imô-—Ker EX, 
où 4: AT —+ Ar1® et E%: AT —+ AIX. 
Prenant en considération que 
Kerô—ImJé (où 6: v'-1D —+ YT, JÉ: VX —+ VTT iQ), 
Ker 0 — Im JE (où 6: AT —+ A®, JE: A'X + AT), 
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on obtient de (2v) et (2,) les isomorphismes 


(3v) VO — Im J$ — Ker EX, 
où JS: VrEiX —+ VriQ, Er: VT —+ y'X, 
(3,) AT — Im JF = Ker EŸ, 


où Jr: A'X —+ AT, ET: AD —+ ATX. 

Si le bicompact X est acyclique en dimensions r et r—1, i.e. 
si V'X—=AX—-0, VIX—A"IX—0, on a pour JE : VrAiX — 
+ V'10, EL: VT —v'X, JE: A'X AT, ET: AT1®D — Ar1X 


ImJ$—0; Ker EL; =VT : ImJ£= 0, Ker E$ = ATi®, 


et les isomorphismes (3ÿ) et (3,) se transforment dans les isomor- 
phismes 


(4) VriO=VT et AT — ATP, 


qui expriment justement la dualité générale d'Alexander-Kolmogo- 
rov-Pontriaguine. 


Soit X une variété homologique fermée de dimension » et ®, un ensemble 
fermé de X. Le groupe de coefficients est un groupe discret Y. Alors L est une 
variété ouverte à laquelle on peut appliquer la dualité de Poincaré, i. e. l’iso- 
morphisme 

VrT = ôn-rr 


(voir [TC], chapitre 13, 8 3); les raisonnements qui y sont effectués restent vala- 
bles pour le cas d’une variété ouverte. Nous obtenons l'isomorphisme 


(5) Vr-1 = ôn-rr, 
qui exprime la dualité générale d'Alexander-Pontriaguine sous la forme que 
l’auteur lui a donné dans le livre [TE] et dans ses articles [4] et [5]. 

Enfin, en prenant les groupes A"-1® pour le groupe de coefficients bicom- 


pact 8, dual au groupe Y, nous pouvons écrire l’isomorphisme (5) sous forme 
de dualité 


AT-1@ | ôn-7T 


— c'est le théorème classique de dualité démontré par L. Pontriaguine en 1932 
(en particulier, pour le cas le plus important AY = 1, 8 = »). 


Revenons au cas général. Les groupes 
ImJS= VO, KerE; = VT 
et les groupes analogues 
ImJF SAT, KerE$ « A'O 
ont une signification particulièrement claire: les groupes Im Jä, 


Im JŸ consistent de tous les éléments du groupe V'-1®, respective- 
ment du groupe AT, qui sont définis (après les identifications appro- 
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priées) par les cocycles, respectivement les cycles, situés sur ©®, 
respectivement sur [, mais prolongeables à l’espace tout entier. 

La signification précise de cette expression est la suivante: un 
cocycle donné, respectivement un cycle donné, est obtenu en appli- 
quant l'opérateur 1%, respectivement Je. à un certain cocycle 
(cycle) de l’espace X. 

D'autre part, les groupes Ker E} et Ker ET consistent de tous 
les éléments du groupe V'F, respectivement A’, qui sont engendrés 
par des cocycles (respectivement cycles) situés sur (respectivement 
sur O), mais sont (co)homologues à zéro sur X tout entier, i.e. sont 
envoyés par l’opérateur Æ dans de tels COgyelese et cycles. 

Pour les groupes quotients V'-1® — Im J$, respectivement 


AT — Im JÂ r, les notations suivantes sont naturelles 


ds JS=vT1(®:X), 


6 
Cs) AT — Im JE — A'(T : X). 


D'autre part, sont naturelles les notations 
V'(T:X)=Ker Ex=VT, 


6: 
(Ge) Ari (© . X) — KerE? a Ari. 


Dans ces notations, les isomorphismes (3v). (3,) prennent la forme 
de l’isomorphisme général de dualité 


Vr'(®:X)=V'(T:X), 


(6) Art (D:X)—A"(T:X), 


initialement établi dans mon article [4] (avec les notations corres- 
pondantes (6,) et (6:)). 


$ 10. Homomorphismes de suites exactes induits par 
les applications continues 


Supposons maintenant que l’on se donne les bicompacts X et 
X, qui contiennent les bicompacts OS X, D, = X,, et les ensem- 
bles ouverts © —X KO, Fi; =2X, X O,. Supposons donnée en outre 
une application f: À — X, telle que fDS O1. 

L'application f induit les homomorphismes f: A°’X —+ A’X, et 
f: V'Xi— V'X et l'application flo: ® — ®,, les homomorphis- 
mes fo: AO —+ A'O, et fo: V'O, —+ V'®. Définissons mainte- 
nant les homomorphismes fG: A’T — AT, ett jG: VTT; VTT in- 
duits par l'application f. 
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Définissons d’abord les homomorphismes 
fG': Ar — AF, et fG': Vr, + VT. 

L'application v: A’ — A, (A; se définit pour À, de même que À’ 
pour ZX, voir p. 327) sera définie en posant v(æ) =, &æCA, 
CA, sia>a' (où &;'— f"1æ&;). Cette application vérifie la con- 
dition 1) des lemmes 2 et 2 du Supplément. En effet, si &æ € v”! (œ1), 
a'Ev'i(a;), >, >, alors pour le recouvrement «> 
aa \(x)', «”EA’, on a les relations a'>a, a'>a et 
a">>(æ;) ! et donc &”Ev'!(æ;). L 

Vérifions maintenant les conditions 2) des lemmes 2 et 2 du 
Supplément. Il a été montré au n° 1 du $ 2 que pour chaque 
application simpliciale fg,: |æl — ||, &œEA', mEA,, mEv(a), 
induite par l'application f, on a l'inclusion fé, | Da | = |[Da;| et 
donc, en vertu des relations |[&æ| K|Oa|= aG et |æi| KX|Oai|= 6, 


on a l'inclusion (f6)"1a;G = a«G. On peut donc définir les homo- 
morphismes 


fGa,: A'aG —+ A'a,G et GA: V'aiG — V'aG. 


Ces homomorphismes ne dépendent pas du choix de l'application 
simpliciale fé, induite par 'APpAICEUOR f. En effet, deux applica- 
tions simpliciales quelconques fé, et gs. du nerf |&| dans le nerf 
l&| induites par l'application f sont combinatoirement proches 


(voir n° 1, $ 2); en outre, les restrictions fé, lou et £a, læel 
seront également combinatoirement proches (voir n° 1, 2). 
En appliquant la condition 2° du théorème fondamental 2 du & 2, 
chapitre 5, on peut maintenant affirmer l'indépendance des homo- 
morphismes fGx, et fG&' par rapport au choix des applications sim- 
pliciales fà. 

Soient maintenant æ&, @'EA', œ, @CA,, a'>a, a >, 
mEV(&), a Ev(æ’). Alors, d’après l'indépendance des homomor- 
phismes fG& et fG& par rapport au choix des applications simpli- 
ciales de La dans |a;| induites par l'application f, et d'après la 
remarque 2 du $ 2, chapitre 5, nous avons les égalités suivantes: 


16 DGS = C2, = GORGE; 
et 


aGE.fG2: — fG: — fC2 IG 


(puisque les applications simpliciales f26% : |a'| —+ 1 | et 


a21fe a: 1&'|—]æ| sont induites par f). 
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Les conditions des lemmes 2°, 2 et 2 du Supplément sont satis- 
faites, et l'on peut donc définir : 


1) les homomorphismes continus fG;,: Ar —+ A’a,G et les homo- 
morphismes fG*: V'aiG —+ VF, € A, qui vérifient 


Go = OGC: et JG = fGainG, a >, 


2) l'homomorphisme continu fG': Ar —+ An, et  l’homomor- 
phisme fG': Vr, — Vr qui vérifient 
OGC = Ga et fG'aG=fG4, € Ai. 
L'homomorphisme fG' fait correspondre au fil E—4{,, æ€eA'}e€Ar 
du spectre Sr le fil {E,, &œEA;: ba, = GoEa: 4 Ev(æ)} du spectre 
Sr. L'homomorphisme fG' fait correspondre à la V-classe CEVI 


du spectre Sr, la V-classe du spectre Sr déterminée par un élé- 
ment quelconque de 11 forme 


PTE Lo € a œ € v'! (æ). 
Posons 
fG=—j;fG'j et fG—)jfG'j;". 
Théorème 6. Les diagrammes suivants sont commutatifs 
® x 
ô Ex JT Gi] 
…— AT — AD ——> ATX ——>ù AT > ATID +... — ANT 
|sc l'œ |: |16 l'o \1c 
> ArtT, —> AO, —? A'X , —?> AT, sd AT1Q, use > A°T, 
ô ET JF: 
x 1 
d J@ EX es 0 
Ve VO e— VX e— VTT — VD... —VOT 
Î7c ro f5 Îre To Trc 
Vi, — VO: — V'X,—— VTT, — VD, <—V°Ti. 
5. EX Ô1 


Démonstration. Il nous faut vérifier les relations suivan- 
tes : 


foû = 6:fG, FER = ETfo, 1GIT — Ji, 
fo C6, Jef —fole, ExfG—=fEr. 


D'après la définition des homomorphismes 6, fG, 9, d, 6, Ôs, 
Je, JF, Ex, EX, il suffit de démontrer que 


fo0 —0:fG, fER=ET'fo, GIE =Jr'f, 
8fo—=GC'6, JEf—folx, ExfG —fEx 
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(a) Choisissons arbitrairement un fil Er—{#, «€ A'}E Ar! 
du spectre Sr, une V-classe Lo, EV'®, du spectre So, et un indice 
À, € A?. Il existe des indices &, € À; et & € A” tels que Da — À, et 
a>a;! et donc À—=®Da>>À;!. D'après le théorème fondamental 2 
du $ 2, chapitre », 


PROG = 0% fGR En 


et 


bath Eu = Ga'6mitur CuEV'An La Ebo. 
Ainsi : 

1) pour chaque À,€ A* les coordonnées des fils f60'ër et 0,fG'ér 
dans le groupe A’À, coïncident, donc fœd'ër— 0,fG'Er et par con- 
séquent fod’ = 0;fG'; 

2) les V-classes 6'foto, et fG'ô'Lo, possèdent les mêmes repré- 
sentants dans le groupe V'*!&, donc 6’fobo, = fG'ô" Lo, et par con- 
séquent Ô'fo = fG'6’. 

(b) Prenons maintenant arbitrairement un fil £o—={&, À € A°}€ 


€ A'® du spectre S®, une V-classe ÉCEV'X, du spectre S; et un 
indice &, € A;. Il existe un indice &€ À’ tel que a>a;* et donc 
A=ODax>il!, À = Doi. 

D'après le théorème fondamental 2 du $ 2, chapitre », 


PRE = EX fr Es 


et 


Ta Los = F4 JR bars Var EVE Las EG. 
Ainsi : 

1) pour chaque &,EA;, les coordonnées des fils fESto et 
ET'foto dans le groupe A’X, coïncident ; par conséquent, les fils 
eux-mêmes coïincident, i.e. fEX = EX, fo ; 

2) les V-classes JSft et foie it ont les mêmes représentants 


dans le groupe V'À et donc coïncident, d’où Jéf = fol. 
(c) Choisissons enfin un fil arbitraire E— {£2, æ€ A'}C A'X du 


spectre S’, une V-classe Cr, EV'T, du spectre Sr, , un indice æ CA, 
et a>a;!, œCA. D'après le théorème fondamental 2 du & 2, 
chapitre 9, 

fGax) aGEa = J'aGfaieu 


et 


ESC be, = SE or Va, CV'UG, La Ebr 
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Ainsi : 

1) pour chaque &;, € A; les coordonnées des fils fG'J F et J RE 
dans le groupe A’a,;G coïncident, ainsi que les fils eux-mêmes, et 
donc fG'JF — JÉf : 

2) les VY-classes Ex fG'tr, et fEx'&r, ont des représentants iden- 
tiques dans le groupe V'& et donc ces V-classes coïncident, d'où 
EYfG'=—fEx. Le théorème est démontré. 


SUPPLÉMENT AU CHAPITRE SIX 


SPECTRES DE GROUPES DIRECTS 
ET INVERSES 


1. Ensembles dirigés et leurs parties confinales. On sait bien que 
l'ensemble A s’appelle partiellement ordonné si pour certains couples 
de ses éléments distincts &,, &«, on a établi une relation d’ordre qui 
s'exprime par les mots «l'élément (par exemple «,) suit l’autre 
élément (x,) ». La notation correspondante est «a, > «,. On suppose 
alors vérifiée la condition de transitivité: &, > &) et @ > 
implique @+ > @o- 

Un ensemble partiellement ordonné s'appelle dirigé *) si l'on 
peut trouver, pour ses éléments quelconques «, et &,, l'élément &. 
qui suit tout aussi bien «&, que «. 

L'ensemble A’ s'appelle partie de l'ensemble dirigé A si l’on 
a les deux conditions: 

1°. A" € À; 

2°. a E A’, a, E A’ et a; > a, dans A’ implique «a, > «a, 
dans A. 

L'ensemble dirigé A’, qui est une partie de l’ensemble dirigé A, 
s'appelle partie confinale de cet ensemble, si chaque élément «& de 
l'ensemble A est suivi (dans A) d’au moins un élément «°€ A’ 
(condition de confinalité). 

Cas particuliers. Si l’ensemble dirigé A’, qui est une 
partie de l’ensemble dirigé À, consiste de tous les éléments de l’en- 
semble À, alors A’ est toujours une partie confinale de A. 

Dans ce cas nous disons que A” s'obtient de À en prenant un 
ordre plus faible. 

Supposons en même temps que A’ est une partie de l’ensemble 
dirigé À qui préserve l’ordre donné dans A (i.e. pour &s € A”, &, € A” 
on a &, > &, si et seulement si «, > «, dans A). Si A’ satisfait à la 
condition de confinalité, alors A’ est automatiquement dirigé et 
sera donc une partie confinale de l’ensemble A. 


*) « Directed set» en anglais.— Note du traducteur. 
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2. Spectres inverses d'espaces topologiques. Rappelons la défini- 
tion du spectre inverse et quelques assertions du livre AP, Supplé- 
ment au chapitre 1, p. 142. 

Etant donné l’ensemble dirigé A, appelons ses éléments «, B, 
Y, ... indices. Supposons que l’on fait correspondre à chaque 
indice & € À un espace topologique X,, et que la relation f > «a 
implique l'existence d’une application continue (projection) 
op : Xs—+ X4 *). Supposons enfin que pour y > f 2 « nous avons 
la condition de transitivite: 

(1) &Y = 2897. 

Dans ce cas nous disons que l'on a un spectre inverse S — 
= {X4, @B}. Les espaces X, s'appellent éléments du spectre S. Le 


point r:-{x.} du produit topologique I1-=[[X4, des espaces X4 
GEA 


s'appelle fil du spectre S lorsque x, =: 68zx8 pour Ba. L'ensemble 


X SI de tous les fils du spectre S s'appelle limite du spectre S 
et se note X—limX,, en outre on introduit en À la topologie 


induite par le produit II. L’application &,: À — X4 qui fait cor- 
respondre au fil r—4{xr,} sa a&-ième coordonnée 2; est continue et 
s'appelle également projection. Pour Ba nous avons évidemment 
sa relation 


Les ensembles de la forme 6-10, où O, est un ensemble ouvert 
de X,, &æCA, forment, comme on voit facilement, une base de X. 

Soit un spectre inverse 2 --{Y8, @5'}, BE; pour chaque BEB 
supposons définie une application f8: X — Y£# dans l’espace topolo- 
gique À telle que 


(3) fe=—6&£'fe pour P'Z>f. 


Pour chaque point xEX, l'ensemble {fex} est un fil du spectre 
Z qui sera désigné par fr. On définit alors l'application f: À — Y 
de l’espace x dans la limite Ÿ du spectre Z qui fait correspondre 
au point EX le point frEY’. L'application j sera appelée limite 
des applications f8. Evidemment 


(3) fs—&pf, BGB. 


Remarquons que l'application g: X — Ÿ qui satisfait pour chaque 
B € B à la relation f4 — @$g coïncide nécessairement avec l'applica- 
tion }. 


*) Quand B = «, il est commode de prendre l'application identique de X,, 
pour projection Sp. 
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Le lecteur démontrera sans difficulté l'assertion suivante (il 
en trouvera une démonstration dans le livre AP à la page 144). 


Lemme 1°. Soit E = {Ys, ®$},BEB, un spectre inverse. Si les 
applications fs: X —> Ÿ $ qui satisfont à lu relation (3) sont continues, 
B € B, alors leur limite f: X — Ÿ est également continue ; si l’on a en 
même temps 

[faX] = Yy, BEB, alors [fX] = Y. 


Au chapitre 6 nous nous servirons souvent de l’assertion suivante : 


Lemme 2°. Soient S — {X,, Gœ }, aE A, et ZE = {Y,, GË }, 
B € B, des spectres inverses d'espaces topologiques et soit @ une appli- 
cation, en général multivaluée, d'un ensemble A © A sur l'ensemble B 
telle que 

1) pour deux indices quelconques « et x’ (éventuellement coïn- 
cidents) de A’ et pour les indices B € x, B’ € ox’ de B il existe un tel 
indice B”,B">B,B" > B',etuntel indice a” E p'B”(i.e. BE pa”) 
quea”>a. a” >; 

2) pour chaque couple d'indices à € A° et B € ox on peut définir 
l'application ff: Xa—+ YA telle que, si BE pa, B'Equ', «'>a, 
B>$B,0on a 
(5) fFoe —0$ ff. 


Alors les applications 


Î8 = fBO&; a Cp '$, 


de la limite X du spectre S ne dépendent pas du choix de l'indice a 
et satisfont aux relations (3). La limite f: X—+Ÿ des applications 
fe, BEB, satisfait aux relations 


(6) Î80a — Gpf, æ€ p''$. 


Nous avons ainsi pour le fil r=—{x}€X 


fx = f {to} = {f8Ta œ € p'$. B € B}. 

Si toutes les applications f% sont continues, alors les applications 
fe, BEB, et f le sont aussi. 

Démonstration. Prenons les indices & et &’ dans l’ensemble 
p1f. Il existe en vertu de la condition 1) de tels indices f">$ 
et «Cp! que «”>a« et a” >a’. Il découle des relations (2) et 
(5) les égalités 

On = 18 0 Our = 08 fÉ-Oar = OS Dur = fROu- 
L'égalité obtenue ff'@,—ff64a nous montre que l'application fe — 
—f$5., «Cp BP, ne dépend pas du choix de &. Démontrons les 
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conditions (3). Prenons les indices B et BB et des indices quel- 
conques &æ € p'!B, &'Ep'!f" et enfin, suivant la condition (1), les 
indices B”=>$", a«”Ep1B”, «>, «'>a’. Alors (cf. (5)) 


f6 = 600 = 1800 Ga = 0$ /8- Ou — 06 0$-/f@u" — 
= 68 00e = Of fROa =: O8 far. 


Les relations (3) sont donc vérifiées. D'après le lemme 1°, nous 
avons pour la limite f des applications f8 


Opf = fp = 0 a € p'B. 


La continuité de l'application f découle de celle des applications ff 
en vertu du lemme 1°. Le lemme 2° est démontré. 


Remarque 1. Sous les hypothèses du lemme 2°, l'applica- 
tion f, étant la limite des applications f,, sera également appelée 


limite des applications fg, « Ep 'B, BE B. 
Remarque 2. Si dans les conditions du lemme 2° on a A” — 
— A et pour chaque B € px, « € À, l'application ff est un homéo- 


morphisme de X, sur X,, alors la limite f des applications ff est 
un homéomorphisme de X sur Y. 


Démonstration. Si les fils x et x’ ont des coordonnées 
distinctes dans X,, alors, en vertu de la bijectivité de l'application 


f6, B € qu, les fils fr et fx’ auront des coordonnées distinctes dans Y;. 
L'application f est donc injective. 

Choisissons un fil y = {y,} du spectre Z et, pour les indices a 
et «’ > «a de A, choisissons pour certains B € a et B” E pa’ les 


points z4 — (ff)! yp et Tor — (f$)" yp. D'après l'hypothèse 1) 
du lemme 2°, trouvons les indices &’€ A, «’>a, a” >a’, et B’EB, 
B"=>$. BB", B’Epa”. Alors pour le point z2,-—(f8-) !yg- nous 
avons, d'après les relations (5) et la bijectivité des applications 


F6, 16, fé", 


— a” #0 == a” a” æ — a° , 
La = OÙ La = D G6,La- — WE La’. 


Ceci démontre que l’ensemble x = {x, = (f8) ! ys, «a E A, BE pa} 
est un fil du spectre S. Pour ce fil on a évidemment fx = y. Ainsi, 
f est une application bijective continue de X sur Y. 

Si X est bicompact, alors nous obtenons immédiatement que j est 
un homéomorphisme. Dans le cas général, on remarque facilement 
que l’ensemble des fils du spectre S, pour lesquels la a-ième coordon- 
née est contenue dans l’ensemble O0, ouvert dans X,, est appliqué 
par f précisément dans l'ensemble de tous les fils du spectre Z pour 
lesquels la B-ième coordonnée, f € «x, est contenue dans l'ensemble 


Os = f604. Puisque fg est un homéomorphisme, l'ensemble O; est 
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ouvert dans Ÿ $. Ainsi, f applique les ensembles de la base de l'espa- 
ce X dans les ensembles de la base de l’espace Y ; c’est donc un ho- 
méomorphisme. 


3. Spectres inverses de groupes _topologiques. Si les éléments X4 
d’un spectre inverse S — (x a üé }, & € À, sont des groupes topo- 
logiques et les projections ®%, leurs applications continues, on dit 
qu’un spectre inverse de groupes topologiques est donné. Dans ce Cas, 
la limite X du spectre S se transforme en un groupe topologique de la 
manière suivante: le zéro de X sera le fil 0 — {0,}; pour le fil 
x = {r,} posons —xr — {—zx,} et pour les fils x = {z,} et y = 
= {ya} posons 

T+Y—= (Ta + Ya}: 
On voit facilement que les opérations du passage à l'élément de 
signe contraire et l'opération d’addition sont continues dans la to- 
pologie de la limite X du spectre S. Remarquons aussi que la projec- 
tion 6,:X — X,, en vertu de la définition de la structure de 
groupe dans la limite X du spectre S, sera un homomorphisme 
(continu). 

Lemme 1. Soit © — {Y,, &$'}, BE B, un spectre inverse de 
groupes tlopologiques YŸ ; et supposons défini pour chaque B € B un tel 
homomorphisme f, du groupe topologique X dans le groupe Y , que 


fo = Ge, B'>B. 


Alors la limite f des homomorphismes f, sera également un homomor- 
phisme. Si tous les homomorphismes f$ sont continus, alors l'homo- 
morphisme f le sera aussi. 


Démonstration. En effet, 


Ja+z) = fat +z)} = ar + Îaz'} ni 
= {fat} + az} = Jr + fx’. 
La continuité de f découle du lemme 1°. 
Le lemme 2° implique le 


Lemme 2. Si dans le lemme 2° les spectres S et ZX sont des spectres 
de groupes et les applications fg sont des homomorphismes, alors les 
applications f4 ainsi que l'application limite f seront des homomorphis- 
mes. Si tous les homomorphismes ff sont continus, alors il en sera de 
même des homomorphismes f4 et de l’homomorphisme limite f. 


En guise d'application des lemmes 2° et 2, démontrons deux 
propositions qui se rapportent à l’isomorphisme des limites des 


spectres de groupes inverses. 
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Les spectres de groupes inverses S = {X,, 8%}, &a€ A, et 
2 = Ye, &$}, BEB, sont dits isomorphes s'il existe entre les 
ensembles dirigés À et B un tel isomorphisme qœ: A — B et pour 
chaque & € A il existe entre les groupes topologiques X, et Y,, 
B — pa, un tel isomorphisme ff: X.— Ÿ, que pour B° — pa’ > 
> B = ya on a la relation 


(5') fes - of fé. 


Proposition 1. Les limites des spectres de groupes inverses iso- 
morphes sont elles-mêmes isomorphes. 


Démonstration. Supposons que les spectres S — {X,, 
Ga} aEA,E = {Ys, &$ }, B € B, sont isomorphes, i.e. qu'il existe 
un isomorphisme w: A— B et des isomorphismes fg: Xe—Ys, 
B = pa, qui satisfont aux relations (5°). D'après les lemmes 2° et ÿ' 
on peut définir un homomorphisme f: X — Ÿ*continu des limites 
des spectres S et Z suivant la relation 


Îz — {BTo p en pa }; ZT = {Ta} € ZX. 


Les mêmes lemmes permettent de définir un homomorphisme con- 
tinu g: Ÿ — X en posant 


gy = {)ye, œ = p'B}, y = {y} ET. 


Il est évident que g”'f et f-!g sont les applications identiques des 
groupes X et Ÿ respectivement. La proposition 1 est démontrée. 

Soit S — {X,, 5 }, « E À, un spectre inverse et B, une partie 
confinale de l’ensemble A. Alors le spectre Sp = {X5, &f'}, BEB*), 
s'appelle partie confinale du spectre S. 

Montrons que la limite Ÿ du spectre S est isomorphe à la limi- 
te X du spectre S. 

Si ®: B—B désigne l'application identique de l'ensemble 
B © A sur lui-même, alors @ satisfait à la condition 1) du lemme 2°. 
Pour B € B prenons en qualité de fr l'application identique du grou- 
pe X$. La condition 2) du lemme 2° est également vérifiée. Par consé- 
quent, les lemmes 2° et 2 permettent de définir un homomorphisme 
continu f: X —+ Ÿ en posant fx = f {x,} — {xzs, BE B}. 

Montrons que l’application f est une bijection de X sur Y. Pre- 
nons le fil y = {178} E Y. Sia<feta<f$f',a€A,fBet B'EB, 
il existe un BE B, BP" >, B” > PB’. Alors 


GT — GBDÉ Tp = Orge = GB "GE TR" = O6'zpe, 


*) La projection 5$ du spectre S % coïncide avec la projection 014 du spectre S. 
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i.e. le point z, — BÊrs, BEB, Pa, ne dépend pas du choix 
de la coordonnée x; du fil y. Montrons que l’ensemble gy — {ze}, 
où z, — @Pz, pour un certain zg € y est un fil du spectre S. En effet, 
soit a’ > a. Puisque B est une partie confinale de À, il existe dans B 
un indice Bf > «'’. Alors 

DS" Ta — OC'OP,28 — OPT — Za- 


Nous avons ainsi obtenu une application g: Ÿ —+ X qui, comme 
on le voit facilement, est inverse à l'application f. Ainsi, f est un 


homomorphisme bijectif et continu de X sur Ÿ, qui fait correspondre 
au fil x — {z.} du spectre S le seul fil fr — {z4$} du spectre Sg 


qu'il contient. 
Il reste à démontrer que l'application g est continue. Considé- 


rons le fil y — {zs} E Ÿ, le fil x — gy — {x} et son voisinage 
de base Or = {x — {x}: 2e, E Ou}. Il existe un indice 6, € B, 
Bo > Go, pour lequel 
Oz = {2' — {ze}: z6, € Op, = (Bar) Os}. 
Evidemment, Ox = gV, où 
V = {y = {x}: 26, € On}. 


La continuité de l'application g est démontrée. 
Nous avons obtenu la | 


Proposition 2. Si ZX est la partie confinale d'un spectre inverse 
de groupes S, alors, en faisant correspondre à chaque fil du spectre S 
l'unique fil du spectre Z qu’il contient, nous obtiendrons un isomor- 
phisme du groupe limite du spectre S sur le groupe limite du spectre Z. 

Au chapitre 6 nous aurons affaire aux spectres inverses de grou- 
pes bicompacts, pour lesquels l'assertion suivante est importante. 


Proposition 3. La limite d'un spectre inverse de groupes bicompacts 


est un groupe bicompact. 
Ceci découle immédiatement du fait que la limite d'un spectre 


inverse de bicompacts est un bicompact (AP, supplément au cha- 
pitre 1, p. 143). 
Nous nous servirons également au chapitre 6 du 
Lemme 3. Supposons donnés les spectres inverses S = {X,, BÉ}, 
S'— {Y., plhet S" — {Za, du}, à € À, de groupes bicompacts X,, 
Yet Z. et: 1) pour chaque indice & € À il existe les homomorphismes 
fa! Xa Ya et La: Ya Za 


qui vérifient Im f, — Ker g,; 2) pour tous les a et f € À on a les 
relations AE = pôfe et EaPà = Le: Alors, pour les homomorphis- 
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mes limites f: X— Y et g: Y —Z, on a la relation 
Im f = Ker g. 


Démonstration. L'image du point x = {r,} dans Z est 
le point gfr = g ({fata}) = {£afata} = {0e}, ie. Im fe Kerg- 

Considérons le point y = {y.} pour lequel gy = 0, i.e. g,ya = 0a 
pour tout &« € A. Il découle de la condition 1) que chaque ensemble 
fa y = D, est non vide, et de la condition 2) on tire que BD, Œ 
= ®, quels que soient B > «. Les ensembles ®,, & € À, sont 
bicompacts; par conséquent, la limite du spectre {®,, ob}, a E A, 
est non vide, i.e. le spectre S possède au moins un fil x = {zx} 
pour lequel x, € ®, quel que soit &. Il est clair que fr = y. Ainsi, 
Ker g = Im f. Le lemme est démontré. 


4. Spectres directs de groupes. Soit, comme dans le cas des spec- 
tres inverses, un ensemble dirigé A dont les éléments a, B, y, ... 
s'appellent indices ; à chaque indice & € A correspond un groupe X, ; 
chaque fois que f >, on a l’homomorphisme (la projection). *) 


et pour y > B > « on a la condition de transitivité 


(1) a = nôns. 
Sous ces hypothèses, on dit qu’un spectre de groupes direct est 
défini ou, plus précisément, le spectre 


S + {Xe np}, a € À, 


des groupes X, avec les projections ni. 

Le groupe limite (la limite) du spectre S se définit de la manière 
suivante. 

Deux éléments z, € X 4, Y8 E X$ Sont dits équivalents dans un 
spectre donné s’il existe un y, qui suit & aussi bien que B, pour lequel 

RE 

Ty Ta — NyY8- 

On vérifie aisément que cette définition de l’équivalence satisfait 
aux conditions de réflexivité, de symétrie et de transitivité et déter- 
mine donc une décomposition de l’ensemble U X, en classes 


Le 
d'éléments équivalents. Ces classes, que l’on appelle également 
faisceaux, sont par définition les éléments du groupe limite X. 
La somme de deux faisceaux Ë’ et £” se définit ainsi : on choisit un 
tel & qu'il existe dans les faisceaux E£” et E” des éléments x, x 


*) On entend par x£ l'application identique de l'ensemble X,.. 
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appartenant au groupe X, *). Le faisceau Ë£ qui contient l'élément 
ze + Z, s'appelle par définition somme des faisceaux Ë” et E”. 
On vérifie aisément que cette définition de la somme ne dépend pas 
du choix des éléments x, € Ë”, x EE”. Le zéro du groupe X sera 
le faisceau qui contient les zéros de tous les groupes X,. Le faisceau 
opposé au faisceau Ë sera celui qui consiste des éléments opposés aux 
éléments du faisceau £. Le fait que le groupe X est la limite du 


spectre {X,,na} s'écrit ainsi: X — lim X,. L'application 
— 


na: Xo— X, 


qui fait correspondre à l'élément x, du groupe X, le faisceau £ € X 
qui le contient s'appelle projection de X, dans X. On voit facile- 
ment que c’est un homomorphisme. Il est évident que pour $ > « 
on a 


(2) ne = nfng. 

Soit un spectre de groupes direct À — Ya ÿ:}; B € B, et suppo- 
sons défini pour chaque $ un homomorphisme fF: Y 4; — X dans le 
groupe X tel que 

G) f8 = fai, pour $' > 8. 


Alors, pour deux points quelconques ys € Ÿ, et ypg E Yp" 

appartenant à un même faisceau, on a la relation 
fPys = fP'ypr. 
En cie il existe un indice B” tel que B° > B, B”" > Bet EU g = 
= hype. On obtient de la relation (3) 
fôue = 16 nb.ye = fPnbye. — Fu. 

Ainsi, pour la limite ŸY du spectre À on a l'application f: Y — X 
qui satisfait pour tout f à la relation 
(4) fP = fn. 
L'application f s'appelle limite des applications ff. Il est évident 
que l’image fE d’un faisceau quelconque E est définie par l’image ffys 
d'un élément quelconque y; de ce faisceau. 

L'application jf est un homomorphisme. Montrons-le. 

Considérons les faisceaux & et £’. Il existe un indice $ tel que 
l’on peut trouver des points ys € & N Y, et y EE N Y,. Alors 

FE + E) = PP ue + ve) = fPys + fus = JE + JE". 

Ainsi, nous avons démontré le 


*) Un tel & existe toujours: prenons en effet rer € E', PA E et un indice œ 
qui suit &’ aussi bien que a”; les éléments z° = n€ (2, = = né ae du groupe 
X< appartiennent respectivement aux faisceaux E’ et E°. 
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Lemme 1. Soit un spectre de groupes direct È = {Y3, nr}, BEB, 
et supposons définis pour tous les B des homomorphismes ff: Y,—+ X 
dans le groupe X qui satisfont aux relations (3). Alors la limite 
f: Y — X des homomorphismes ff est un homomorphisme de la limite Y 
du spectre Ÿ qui satisfait à la relation (4), tandis que l'image jE d'un 
faisceau quelconque E E Y coïncide avec l'image ffy; d'un élément 
quelconque y$ de ce faisceau. 

Au chapitre 6 nous nous servirons du 


__ Lemme 2. Sup posons donnés les spectres de groupes directs 
S=4{X,, ne}, a CA, et ZE —{Y8, n84, BCB, et une application ®, 
éventuellement multivaluée, de l’ensemble A'S À sur l'ensemble B 
telle que: 

1) pour chaque couple d'indices & et « (éventuellement identiques) 
de A’ et pour les indices BE pa, BP'Epa’ il existe un indice B”, 
BB, B°Z>P’, et un indice «Ep 'f" tels que a’ >a, «'>a«'; 

2) pour chaque couple d'indices aCA' et BE ge i il existe un 
homomor phisme fÈ: Ys—+> X4 tel que pour BEœpa, B'Epa’, «'>a«, 
BB, on a 
(5) fn = névfe- 
Alors les applications 

fine: YoX, aepif, 


dans la limite X du spectre S ne dépendent pas du choix de l'in- 
dice a«; ce sont des homomorphismes qui vérifient les relations (3). 
La limite f: Y — X des homomorphismes ff vérifie les relations 


(6) nefé= fn, acp'if. 


En outre. l'image fE du era E du spectre Ÿ est un faisceau du 
spectre S défini par l'image fôye d'un élément quelconque ys du 
faisceau £ pour a€p!B. 


Démonstration. Prenons les indices & et «’ dans l’en- 
semble p'B. D'après la condition 4), il existe un tel indice f" >-$ 
etuna”Ep'!Bf” qua” >aet x” > a’. En vertu des relations (2) 
et (5) on a 


aofE = ne ngnfe = NE fente = NE ngnfne = NE far, 


L'indépendance des applications f = aff par rapport au choix 
des indices & € ®-'B est démontrée. Les applications f$ sont des 
homomorphismes, parce que les applications r° et f l'étaient. 
21—0139 
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Etablissons les relations (3). Prenons les indices B et BB et 
des indices quelconques & € p'!f, &æ’E p”{f” et (selon la condition (1)) 


les indices f”=>$", &”Ep B”, &«’>a, a«”>a'’. Alors (cf. (5)) 
fs — nef — — nn. .fS — nef. .n$- = _ 
= n0fhnpeng = mngnfeng = ne fenpe = f8'n8. 


Les relations (3) sont ainsi vérifiées. 
Le lemme 1 et les relations (4) impliquent les relations 


fnô=ffneff, aœcp'p. 


L’assertion du lemme découle immédiatement de ces relations. 
Le lemme 2 est démontré. 


Remarque 1. Dans les conditions du lemme 2 l'homo- 


morphisme f, qui est la limite des homomorphismes ff, sera égale- 
ment appelé limite des homomorphismes fa, a Ep 'B, BEB. 


Remarque 2. Si dans les conditions du lemme ? on a A'—A 
et pour chaque BEpa, &E A, l'application f5 est un isomorphisme 


de Y4 sur Xe, alors la limite f des applications ff est un isomor- 
phisme de Ÿ sur X. 


Démonstration. Si & est un faisceau du spectre S et x C£, 
cor on peut trouver dans Ÿp, BEœa, un élément ys tel que 
fêye = ta. Alors pour le faisceau E5ys du spectre S on aura, d'après 
le lemme 2, f£—6. Par conséquent, f est une application de Y 
sur À. Il reste à démontrer qu’elle est injective. Prenons les points 

EYp, V8 CYp, favs = Te € as BE PA, fe UB = Ta E Ka PE pa’ 
YB\ B UB B's JaYB—Ta a) PX, Ja'yp La’ Ca’) € pa . 
Soit NE Ta = NS Ta’ —=Ze, pour un certain œ. Prenons B,Eqpai ; 
Be>B, B>BR':; æœ6€p'Be. D'après la condition 1) du lemme 2 
trouvons les indices a” et f”€pa”, a’, &'>@s, Ps, PB. 
En vertu des relations (5) et de la bijectivité des applications fB on a 


nbeye = (fe) ne fhye = (FE) nEnire = 
= (y nie, = (fE) nn fys = nb-ye-. 


La bijectivité (et donc l'isomorphie) de f est démontrée. 


Les spectres de groupes directs S — {Xa né}, GCA, et == 
={Y8, r£.}, BEB, sont dits isomorphes s'il existe un isomorphisme 


p: ÀA—B entre les ensembles dirigés A . B et si, pour chaque a € A, 
on peut établir un tel isomorphisme fË: Y#-—>X. entre les groupes 
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Xa et Ys, BP—œx, que pour B’=qx >f—œqx on a la relation 
(5) fasnthe = Tarfe- 


D’après le lemme 2, l'application æ et les isomorphismes fo, B = pa, 
ainsi que l'application ®-! et les isomorphismes (fÉ)-1, « — p"'B, 
déterminent des homomorphismes f: Y —+ X et g: X—Y des 
limites Ÿ et X des spectres À et S dont l'un est l'inverse de l’autre 


(ce qui s’ensuit immédiatement de la dernière assertion du lemme 2). 
Ainsi, nous avons démontré la 


Proposition 1. Les limites de deux spectres de groupes directs iso- 
morphes sont isomorphes. 


Soit un spectre de groupes direct S = {X,, n%}, «€ A, et 
soit B une partie confinale de l’ensemble A. Alors le spectre S5 — 
= {X 8, nb}, BEB (les projections n$. du spectre Sg coïncident 
avec les projections n$. du spectre S), s'appelle partie confinale du 
spectre S. 

Démontrons que la limite Y du spectre SB est isomorphe à la 
limite X du spectre S. 

Désignons par o: B— B l’application identique de l’ensemble 
B © A sur lui-même. Elle satisfait à la condition 4) du lemme 2. 
Pour f € B, prenons en guise de fr l'application identique du grou- 
pe X,. La condition 2) du lemme 2 est également vérifiée. On a donc 
l'homomorphisme f: Ÿ + X qui fait correspondre au faisceau E 
du spectre Sn le faisceau fE (du spectre S) contenant l'image Ve 
d'un élément quelconque y, du faisceau Ë, i.e. fE est un faisceau 


(du spectre S) contenant chaque élément du faisceau E et donc le 
faisceau £ lui-même. 


L'application f est une bijection de Ÿ sur X. 

En effet, considérons des éléments quelconques y, et ys, B et 
B’ € B, du faisceau & du spectre S. Il existe alors un tel indice & € A, 
a >B,a > B', que nôy, = nËys. Mais alors, pour l'indice f” € B, 
B° > « (qui existe puisque l’ensemble B est la partie confinale de 
l’ensemble A), on a 


nb-Us = nÿ-nà UB = 8-1 Upe = nè- Up’. 


Ainsi, chaque faisceau & du spectre S contient.un faisceau unique 


(du spectre SB) consistant de tous les éléments du faisceau & con- 
tenus dans les éléments Ÿ , du spectre S&. Nous avons donc démon- 
tré la 


93% 
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Proposition 2. Si À est la partie confinale du spectre de groupes 
direct S, alors, en faisant correspondre à chaque faisceau du spectre X 


l'unique faisceau du spectre S qui le contient, on obtient un isomor- 


phisme de la limite du spectre Z sur la limite du spectre S. 


Lemme 3. Si 
S—{Xa 18}, S'—{Yo, ph}s S'={Zu 96} GCA, 


sont des spectres directs des groupes X,, Y, et Z, tels que 
1) pour chaque indice « E À sont définis des homomorphismes 
Pa: Ya Âx Et Va: Zoe 7 Ya tels que 
Im ÿ. — Ker pe ; 
2) pour tous les a et BE À on a les relations 
Né Pa PsPG El PE Va — VB) 

alors pour les homomorphismes limites q: Ÿ + X et: Z—Y 

on «a la relation 
Im ÿ = Ker y. 

Dém onstrat ion. Si z est un élément du faisceau z 
du spectre S$”, on a, en vertu de la condition 1), Poboza = 0, 
i.e. qpz = 0, ce qui signifie que Im © Ker y. 

Supposons maintenant y = 0. Cela signifie que pour un certain 
élément y, du faisceau y on a la relation p,y, = 0. D'après la 
condition 1), on peut trouver un tel élément z, du groupe Z, que 
Vaza —= Ye Mais alors z = y pour le faisceau z qui contient l'élé- 
ment z.. L'inclusion Ker p = Im est aussi démontrée, ce qui 
termine la démonstration du lemme. 


5. Spectres duaux. Supposons que pour un même ensemble d'in- 
dices nous avons deux spectres de groupes: un spectre direct 


S={Xa 78) 
et un spectre inverse de groupes bicompacts 
S = {Vas 0%} 


tels que pour chaque « les groupes X, et Ÿ, sont duaux entre eux 
(voir Supplément au chapitre 1, p. 85) et pour chaque couple $, «, 
B > «&, les homomorphismes nf et &Ë sont duaux (Loc. cit.). Dans 
ces conditions, les spectres S et S s'appellent duaux. Posons X — 
— lim X,, Ÿ = lim ÿ,. 

— <— 

Pour des éléments quelconques 

EX, yeYy 
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définissons de la manière suivante le produit scalaire (x, y): on 
prend arbitrairement z, Ex et l’on pose (x, y) = (xs, Ya), où 
Ya € y- 

Montrons tout d'abord que cette définition est correcte, i.e. 
ne dépend pas du choix x, € x. En effet, soit x, € x. Choisissons > 


qui suit « et B, de sorte que xŸtza — are = z,. [] suffit de démon- 
trer que (to; Ya) = (Ty Yy) et (ra, Ye) = (zy, yy). Mais 


(z,, y») _— (TŸTo y») = (Ze) Ey -) = (Zos Ya): 


On démontre l'égalité (xs, ys) = (x, y,) de la même maniere. 

La distributivité du produit scalaire introduit se vérifie aisé- 
ment. Par conséquent, chaque élément y € Ÿ détermine un caractère 
du groupe X f, (x) = (x, y) (où x parcourt tout le groupe X); nous 
avons donc un homomorphisme algébrique œ, à savoir l’applica- 
tion y —+ f, du groupe Ÿ dans le groupe des caractères X* du grou- 
pe À. Démontrons que pour chaque élément non nul y € Ÿ, le ca- 
ractère @ (y) = f, est également non nul; ceci démontrera que 
@ est un monomorphisme (algébrique) du groupe Ÿ dans le grou- 
pe À*. Mais si y = 0, il existe un élément non nul y, € y du grou- 
pe Y, et donc un tel élément x, € X, que (zx, Ya) 3 0. Mais alors, 
en désignant x € X le faisceau contenant l'élément z,, nous avons 


fu @) = (, y) = (Gas Ya) À 0, 


ce qui démontre notre assertion. Montrons ensuite que l’'applica- 
tion œ est une surjection sur le groupe X*, i.e. construisons, pour 
chaque caractère f du groupe X un tel y € Ÿ que f (x) = f, (x) — 
—= (zx, y) quel que soit x € X. Pour chaque «, l'application fn? est 
un homomorphisme du groupe X, dans le groupe %, i.e. un caractère 
du groupe X,, donc fn = y, € Y,.. Démontrons que l’ensemble y 
de tous les y, ainsi construits forme un fil; alors, en choisissant 
arbitrairement x € X et x, Er, nous aurons 


(x, y) = (Ze, Ya) = 1% (za) — (x), 


i.e. notre but sera atteint. Considérons pour des B > &« quelconques 


les homomorphismes y, et y$s et démontrons que GËys — Ya. Ceci 
montrera que y = {y.} est un fil. Choisissons arbitrairement z, € 
€ X,.. Nous avons 


(Ta) Ua) = fn (Ta) EE fr (n$ T2) 7 (TT) y) su (Ta DE ye). 


Puisque l'égalité (te, Ya) = (ze, SÙye) est satisfaite pour tous les 
Ta € Aa AlOTS Yo — Goysg- 

Ainsi, @ est un isomorphisme algébrique du groupe Y sur le 
groupe X*. Il reste à démontrer que c’est un isomorphisme topo- 
logique. Mais puisque Y, ainsi que X* sont bicompacts, il suffit 
de démontrer que œ est une application continue du groupe Ÿ sur 
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le groupe X*. Il suffit de démontrer la continuité dans l'élément nul. 
Supposons donné un voisinage quelconque U de l'élément nul du 
groupe X*. Cela signifie que l’on se donne un certain voisinage W 
de zéro du groupe %x et un certain ensemble fini d'éléments z!, 

M..., x° du groupe X; mais alors U (d’après la définition de la 
topologie dans le groupe de caractères) consiste de tous les jf, € X* 
pour lesquels f,(1?) = (x,y)E W, j = 1, S. 

Fixons maintenant un tel « qu'il soit possible de choisir un 
élément x}, dans chaque faisceau 2°, j = 1, ..., s. Pour chacun 
de ces éléments x, prenons un tel voisinage V, de l'élément nul dans 
YA que l’on ait (x, V,) = W quel que soit j = 1, ..., s. Alors, 
pour le voisinage &:!V, de l'élément nul de Ÿ, nous aurons 
(x, SV) = (x, Ve) = W (pour tous les j = 1, ..., s), ce qui 
signifie 

p(82V,) = U. 
Ainsi, nous avons démontré la 


Proposition 4. Relativement à la définition du produit scalaire 
des éléments des groupes limites de deux spectres duaux, ces groupes 
limites sont duaux entre eux. 


CHAPITRE SEPT 


THÉORÈME DE HOPF ET PREMIER 
THÉORÈME FONDAMENTAL DE LA THÉORIE 
HOMOLOGIQUE DE LA DIMENSION POUR LES 
BICOMPACTS, SOUS SA FORME ALGÉBRIQUE 

(COHOMOLOGIQUE) 


Soit X un compact et dim XÀ = n. Nous savons déjà qu’il existe 
alors dans X un ensemble fermé À qui contient un cycle convergent 
z"-1 pour le groupe de coefficients R,, homologue à zéro dans X 
mais non homologue à zéro dans À. En même temps, pour r > n — 1, 
chaque cycle de dimension r homologue à zéro dans X est homologue 
à zéro sur chacun de ses supports À & ÀX. 

La même assertion peut être énoncée d’une autre manière (cha- 
pitre 6, p. 340). Si X est un compact et dim X = n, alors il existe 
dans X un tel ensemble fermé À que le groupe A"-! (4: X, R:) 
est non nul, tandis que pour tout fermé À = X, avec r > n — 1 
et pour un groupe de coefficients % quelconque, on a A” (A : X, A) — 


Nous verrons au présent chapitre que le théorème énoncé ci-des- 
sus reste vrai, et même pour un bicompact quelconque de dimen- 
sion », si l’on y remplace le groupe de coefficients NX, par le groupe 
cyclique continu x. Le groupe x et le groupe 7 des nombres entiers 
sont duaux dans le sens de la théorie des caractères de Pontriaguine ; 
par conséquent, les groupes AT-! (4: X,%)et V'-1(4: X, 71) sont 
duaux et l’annulation de l’un est équivalente à l’annulation de l’au- 
tre. Ainsi, nous obtenons la proposition suivante (premier théorème 
fondamental de la théorie homologique de la dimension pour les 
bicompacts sous sa forme algébrique): 

Soit X un bicompact et dim X = n. Alors n est le plus grand 
nombre entier pour lequel X contient un tel ensemble fermé À qu'une 
des deux conditions équivalentes ci-dessous est satisfaite : 


AT(A: X 4) HO IV (4: X, D HO. 


C'est justement dans cette formulation algébrique que le théorè- 
me fondamental sera démontré — tout à fait de nouveau et indé- 
pendamment de la démonstration donnée au chapitre 4, $ 3. Pour 
la démonstration, on se servira seulement des notions introduites 
aux $$ 1, 2, chapitre 6. 
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Quelle que soit la formulation du théorème fondamental, sa dé- 
monstration doit être basée sur le théorème classique de Hopf con- 
cernant la caractérisation (co)homologique des applications essen- 
tielles d’un polyèdre de dimension #7 sur une sphère de dimension # ; 
ce théorème est intimement lié au « théorème de classification de 
Hopf » (théorème 2), non moins connu, concernant l’équivalence de 
la classification homologique et homotopique des applications con- 
tinues d’un polyèdre de dimension x sur une sphère de dimension n. 
Ces théorèmes (seul le premier nous servira directement) sont aussi 
démontrés de nouveau au $ 1 de ce chapitre; on y donnera une dé- 
monstration cohomologique, dans le cas général des applications 
d’un bicompact quelconque de dimension n sur la sphère de même 
dimension. Cette démonstration, comme il nous semble, ne fait 
que souligner la clarté et la puissance des constructions géométri- 
ques sur lesquelles se base la démonstration originale de Hopf, re- 
produite au chapitre 3, et essentiellement présentes dans la nouvelle 
démonstration (H. Whitney [1]). 

Au chapitre 4 nous avions défini la dimension homologique dyX 
du compact X pour le groupe de coefficients %. Une définition ana- 
logue peut être donnée pour les bicompacts. 

On appelle dimension homologique dy X du bicompact X pour le 


groupe de coefficients À le plus grand entier nr tel que X contient 
un ensemble fermé À et sur celui-ci un cycle projectif *) de dimen- 
sion x — 1 pour le groupe de coefficients A, homologue à zéro 
dans À mais non homologue à zéro dans À pour le méme groupe de 
coefficients. 

Autrement dit, dy X est le plus grand n tel que X contient un 


ensemble fermé À = X pour lequel A"-1(4: X, 4) = 0. 
On appelle dimension cohomologique cdg À du bicompact X 


pour le groupe de coefficients A le plus grand entier #7 pour lequel 
on peut trouver dans ZX un ensemble fermé À = X tel que 
V'-1(4: X,A)ZÆ0 (i.e. le groupe V'-! (4, A) contient un élé- 
ment &%! non prolongeable à X tout entier). 

Si A est un groupe discret et $ son groupe de caractères bicom- 
pact, alors V"-1(4: X, A) | AT-1(4: X, B), de sorte que l'étude 
des dimensions cohomologiques des bicompacts est essentiellement 
équivalente à l'étude de leurs dimensions homologiques dans les 
cas les plus intéressants et les plus naturels. 


Remarque 1. Soit dim XÀ = n. On voit facilement que cha- 
que cycle projectif z" de dimension 7 pour un groupe de coeffi- 
cients A quelconque, situé sur un ensemble fermé ® = X et homo- 
logue à zéro dans X, contient une partie confinale consistant seule- 
ment de zéros; il est donc homologue à zéro dans @. Par conséquent 


*) Voir chapitre 6, p. 307. 


CH. ?] THEOREME DE HOPF SOUS SA FORME ALGÉEBRIQUE 361 


dy À Sn, i.e. dy < dim À. Cette dernière inégalité étant 
évidemment vérifiée pour dim À = œ, on voit que pour un com- 
pact quelconque X la dimension dim ZX est la plus grande parmi 
les dimensions homologiques dy À. 


Passons au résumé de ce chapitre. 

Nous commencerons notre exposé par le théorème suivant de 
Hopf, d’ailleurs initialement trouvé pendant l'élaboration de la 
théorie homologique de la dimension *). Sous sa forme cohomologi- 
que la plus générale il s’énonce ainsi: 


Théorème 1 (théorème de Hopf sur le prolongement des applica- 
tions). Soit À un bicompact, dim À < n — 1; supposons donnée une 
application fo: À —+ S" d'un certain ensemble fermé À  X dans 
la sphère S". Pour que l’on puisse prolonger f) à une application 
f:Â—+ 5" de tout l'espace X dans la sphère S", il faut et il suffit que le 
degré (entier) d, = dfs € V” (4, D) de l'application f, soit un élément 


« 


prolongeable du groupe V”"A. Ensuite, si LL est prolongeable à un 
élément dEV'(X,I) (ie. si do = JÂd), alors _l'application 
fo: A — $" peut être prolongée à une application f: X— $" de degré d. 


Ce théorème se démontre aux $$ 1, 2 du présent chapitre, en deux 
étapes. On démontre d'abord son cas « polyédral » : X est un polyèdre, 
donné dans une certaine triangulation Æ, À est l’ensemble sous- 
jacent à un certain sous-complexe fermé de cette triangulation, rela- 
tivement auquel f, est une application simpliciale. Alors, au $ 1 
nous nous intéressons seulement à l’assertion la plus difficile du 
théorème de Hopf: la possibilité de prolonger une application dont 
le degré est prolongeable. Ensuite au $ 2 on démontre le théorème 1 
dans son énoncé général. 

Au $ 3 on déduit du théorème de Hopf le théorème fondamental 
de la théorie homologique de la dimension que nous connaissons 
déjà; répétons sa formulation (sous sa forme cohomologique): 


Théorème 2. Soit X un bicompact de dimension n. Il existe alors 
dans X un ensemble fermé (même canonique) A tel que le groupe 
V"-1(A,7) contient un élément non prolongeable. D'autre part, 
pour r > n chaque élément du groupe V” (À, I) est prolongeable. 

Un théorème analogue est vrai pour les espaces normaux quel- 
conques: le cas général d’un espace normal quelconque X se ré- 
duit immédiatement au cas d’un bicompact X en passant à l'oxten- 
sion de Cech BX — X. 

Au même $ 3, le théorème 2? s’énonce sous une autre forme, 
équivalente à celle donnée ci-dessus. A savoir: 


*) Voir H Hopf [1]. 


362 THEOREME DE HOPF SOUS SA FORME ALG£BRIQUE (CH. 7 


Théorème 2’. La dimension d'un bicompact X de dimension finie 
dim XÀ oc est le plus grand nombre n pour lequel X contient un 
ensemble fermé À = X tel que 
le groupe V"{(A:X) pour le | le groupe A"1(A:X) pour le 
groupe de coefficients I groupe de coefficients x 

est non nul. 
Ce qui veut dire: 

il existe sur À 
un cycle*) z"1C€Z"1(A, x) non 
homologue ä zéro dans À, mais 
homologue à zéro dans À. 


un élément non  prolongeable 
CEV" (4, 1) 


Remarque 2. Le théorème fondamental de la théorie homo- 
logique de la dimension s'énonce et se démontre sous l'hypo- 
thèse que la dimension dim X de l’espace X est finie. On ne sait pas 
jusqu’à maintenant si un bicompact de dimension infinie peut 
avoir une dimension homologique ou cohomologique finie pour un 
certain groupe de coefficients. 

Pour conclure le chapitre, comme nous l'avons déjà mentionné, 
nous démontrerons le 


Théorème de classification de Hopf (théorème 3). Soit X un bi- 
compact de dimension n. En faisant correspondre à chaque application 


continue f du bicompact X dans une sphère S" de dimension n le degré 
df E V" (X,1) de cette application, on obtient une bijection entre 


l'ensemble de toutes les classes homotopiques d'applications f: X — S” 
et de tous les éléments du groupe V” (X, I). 

Autrement dit, nous avons les trois assertions suivantes, dont 
la première a déjà été démontrée au $ 4 du chapitre précédent : 

1°. Deux applications homotopes d'un bicompact À de dimen- 
sion » dans une sphère S” de dimension n ont le même degré. 

2°. Deux applications de même degré d'un bicompact X de 
dimension r dans une sphère S”" de dimension #7 sont homotopes. 

3°. Pour chaque élément d du groupe V" (X, 1), il y a une 
application f: X— S" de degré df = d. 

La démonstration des assertions 2° et 3° est effectuée au $ 4 
qui termine ainsi la démonstration du théorème 3. 

Abordons donc l’étude que nous venons de résumer. 


*) Projectif dans le cas général si X est un bicompact, convergent si X 
est un compact. 
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$ 1. Le cas polyédral du théorème de Hopf 
sur le prolongement d’une application 


Pour l'énoncé exact du théorème, nous aurons besoin de la notion 
de subdivision barycentrique d’un compleze X modulo un sous-com- 
plexe fermé À, qui se définit exactement comme la subdivision bary- 
centrique usuelle, par récurrence, avec la seule différence que les 
simplexes du complexe À ne sont pas subdivisés. 

A savoir, pour chaque r > O0 désignons par X‘°” (respective- 
ment par 4°?) le sous-complexe du complexe X (du complexe À) 
qui consiste de tous les simplexes de ce complexe de dimension <r 
(le « squelette de dimension r » du complexe). On définit la subdivi- 
sion barycentrique du complexe À modulo À en laissant le squelette 
X(® intact. Ensuite, si la subdivision de X” est déjà définie, sub- 
divisons chaque simplexe 7”*! de dimension r + 1 de la manière 
suivante: si 7°*1€ À, alors nous ne subdivisons pas le simplexe 
T'*1, Mais si 71€ XX A, alors la subdivision de 7”*! est un 
cône dont la base est la frontière du simplexe T'*{, subdivisée comme 
un sous-complexe du squelette X{"), et le sommet est le centre du 
simplexe 77*!. 

Il est évident que si le sous-complexe À est vide, on obtiendra de 
cette manière la définition usuelle de la subdivision barycentrique. 

Pour une subdivision barycentrique X, du complexe X modulo 
un sous-complexe 4, on définit d'une manière usuelle le déplacement 
canonique 0%! : X1, — X (identique sur le sous-complexe À). 

Ainsi, il s’agit du théorème suivant: 


Théorème E,. Soit X un complexe de dimension <n + 1; soit À 
un sous-compleze fermé du complexe X ; soient S" une triangulation 


élémentaire de la sphère $" de dimension n et f, une application simpli- 
ciale du complexe A dans le complexe S" dont le degrédfs = Yo EV'A = 
= V" (A,I ) est un élément prolongeable du groupe V"A, de sorte 
que Yo — J£y, où yE V'X. Alors l'application f): À —+ S" se pro- 
longe à une application simpliciale f: X, — S" d'une certaine subdivi- 
sion barycentrique X, du complere X modulo le sous-complere À de 


degré df = 0%, V: où o* : X, — X est le déplacement canonique. 


Le théorème E, sera démontré conjointement avec le théorème 
suivant : 


Théorème H,. Soient X un complexe de dimension <n et S” 
une triangulation de la sphère de dimension n que nous supposons soit 
élémentaire, soit obtenue de la triangulation élémentaire par une sub- 
division barycentrique, éventuellement multiple. Soit f une application 
simpliciale du complexe X dans la sphère S". Supposons enfin que le 
degré de f est nul. L'application f est alors homotopiquement triviale. 
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La démonstration des théorèmes E, et H, sera effectuée par une 
double récurrence sur nr, dans l’ordre suivant : 

Assertion 1:le théorème H, est vérifié. 

Assertion 2:le théorème H, pour nr > 1 implique le 
théorème E,. 

Assertion 3. Le théorème E, pour nr > 1 implique le théo- 
rème H,+1- 


Démonstration de l'assertion î1 (du théorè- 
me H,). On a une application simpliciale / du polyèdre À unidimen- 


sionnel, considéré dans sa triangulation X, dans une sphère S! 
unidimensionnelle — un cercle — envisagée soit dans sa triangula- 
tion élémentaire, soit dans une de ses subdivisions barycentriques. 
Fixons dans S! le sommet a et les simplexes orientés t — (ab), 
t’ — (ab') adjacents au sommet a. Dans le complexe X (que nous 
supposons réalisé géométriquement dans un certain À”), choisissons 
une orientation des simplexes unidimensionnels soumise à la seule 
condition : é — (ee’) et fe’ -- a implique je = a; il découle de cette 
condition que les égalités ft — —T et ft — --t' sont impossibles. 
En vertu de la définition donnée au chapitre 1, p. 85. le degré 
de l’application f se détermine par la classe de cohomologie du 
cocycle ft = 2. Le fait que le degré est nul signifie qu’il existe dans 
le complexe X une chaîne y° telle que Vy° = z. Remarquons que 
pour chaque simplexe unidimensionnel £ — (ee) nous avons 


(1) (x, ft) = Gr,t) = (2,8) = (VY,t) = (ÿ, At) = (Ye) — (y°,e). 

Enfin, introduisons dans S! un système de coordonnées polaires 
de sorte que l'angle attribué au point a soit nul et qu’au point b 
on ait l'angle w (b), 0 < w (b) 1. On se donne ainsi une fonction 
w: $1— [0, 2x) dont la seule discontinuité est au point a; on a donc 
aussi une fonction wf: X —+ [0, 2x) sur le polyèdre À qui peut être 
discontinue sur l’ensemble f-1a. 

Désignons par Ÿ: R'—+ S! l'application naturelle (« l'enroule- 
ment » de la droite sur le cercle) qui fait correspondre à chaque 
point & € R! le point wa du cercle S'! d’angle polaire «& ; effectuons 
l'étape principale de la démonstration du théorème H, : la construc- 
tion, à partir de la fonction wf et de la chaîne y°, d'une fonction 
réelle 6 (x), continue sur X et telle que 40 = f. 

Définissons d’abord la valeur de la fonction 6 aux sommets 
x = e du complexe X. Désignons ici et par la suite par (y°, x) Î[res- 
pectivement (y°, e’), etc.] la valeur de la chaîne y° de dimension 
nulle au sommet x = e (respectivement dans x = e”, etc.) cl pnosons 


(2) B(z) —2n(y°, x) Si fr—a, 
(3) 6(2)—=2n{(y,x)—1]+o(fx) si fra. 
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Aux points intérieurs z du simplexe (orienté!) £—(ee’) posons 
(4) 6 (x) — 6 (e”) si ft—0, 
(5) 0(z)=2n{[(y°,e)—1]+o(fz) si ftÆ0. 


Remarquons que les formules (4) et (5) peuvent s’écrire, d’après 
les égalités (1), de manière plus détaillée : 

(4) 6 (z) —0 (e) si ft=0, 

(5)  8(x)=2n (y, e)+w (fx) si ft=-7, 

(5)  60(2)=2n{(y,e)—1]-+o(fz) si ftÆ+r, fi0. 

L'application wf peut être discontinue seulement sur l’ensemble 
f”'a consistant de sommets et de simplexes dégénérés par l’applica- 
tion /, la fonction 8 étant par construction constante sur les sim- 
plexes dégénérés d’après (4), (4”). Par conséquent, pour la démonstra- 
tion de la continuité de la fonction 6, il suffit de vérifier sa continui- 
té aux sommets du complexe X. Nous atteindrons ce but si nous 
montrerons que la restriction de la fonction 6 au simplexe fermé t 
est continue aux sommets de ce simplexe, en supposant que le sim- 
plexe { est non dégénéré : ft 0. 

Ainsi, nous démontrons la continuité de l'application 6 aux 
points e et e” du simplexe { — (ee’). La continuité au point e’ se 
démontre très facilement. En vertu de l'hypothèse imposée à l’orien- 
tation des simplexes, nous avons je’ a; dans le cas contraire 
fe — a et le simplexe t sera dégénéré. La fonction of est donc conti- 
nue au point e”, lim w (fr) — « (fe’) et donc 

x—e! 

xE(ee’) 
lim 6 (x) — lim {2x {(Y°, e’)— 1] +0 (fx)} = 
x—e! x—e’ 


= Qn (y, e')—1]+& (fe') 0 (e'). 
Pour démontrer la continuité au point e, considérons séparément 
trois cas. 
1. ft—7+ (et donc fe =a). Alors lim w(fx) —0 et d’après (5°) 
Xx— 


xE(ce°) 
lim O(x) = lim {2x (y, e) + (fx)} = 2x (y°, e) =8 (e). 
Eh 
2. ft—+ (et donc fe —a). Alors lim œ(fz) =2x et en vertu 

xe(ee’) 

de (5°) 

lim 6(x) = lim {2n{(y°, e) — 1] +o (fx)} = 

xËCe") xé(ee" 


— 27 (y, e)— 25 +21 —0 (e). 
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3. ft T7, ft 71 (et, comme nous nous rappelons, ft 0). 
Donc, fe a, la fonction wf est continue au point e et 


lim 8(2)={2n{(#, e)—1]+0 (fz)} = 2x [(#, e)—1]+w (fe) = 0 (e). 
xE(ee’) 
Ainsi, la fonction 6: X —+ R! est continue; la propriété Ÿ0 = f 
découle directement des définitions (2)-(5) de la fonction 6. 
Posons maintenant f; (x) = 1p (40 (x)) pour tout x € X et tout £, 
OS1<1. On a évidemment f;—#0—f et fo(X) = (0) = a, 
de sorte que la famille f,; réalise une déformation de l'application f 


dans l'application constante, i.e. l'application f est homotope à une 
application constante. Le théorème H, est démontré. 


Démonstration de l’'assertion 2. Nous supposons 
l'assertion H, démontrée. Démontrons l'assertion E,. 

On se donne: une sphère S", envisagée comme la frontière du 
simplexe orienté (epey, . - ., En+1) de dimension # + 1; le com- 
plexe À de dimension <n + 1; son sous-complexe fermé 4 et 
l’application simpliciale f,: À —+ S”" dont le degré df, est un élé- 
ment prolongeable y, € V"A du groupe V”A, de sorte que Yo — 
= Jiy, y EV'X. 

Prenons pour cocycle fondamental de la sphère S” le simplexe 
orienté v = (ee: .- . . En+1). Alors le degré df, est la classe y, € V'A 
du cocycle d, € ZA défini sur chaque simplexe orienté # du 
complexe À par les égalités 

(do, CA) = (ov, ta) = (v, fot4). 
Autrement dit, la chaîne d, est non nulle seulement sur les simplexes 
orientés { pour lesquels ft — =v, et (do, 4) = +1 pour fifi — 
—_ +, (do, tA) — —1 pour fotA — —Ù. 

L'égalité y, = JAy, où y E VX, est donnée. Alors le cocycle d, 
sera également prolongeable : 

do = JAD *), 
où DE ZX. 

Le prolongement cherché f: X, — S" de l'application f, sera 
obtenu à partir du cycle D par une coustruction basée sur un prolonge- 
ment spécial de l’application f, à l’ensemble des simplexes de dimen- 
sion Ar du complexe X. 

Soient ê1, Le, - - -, {, tous les simplexes de la chaîne JE AD, 
orientés de sorte que (D,1t;) > 0. En choisissant une subdivision 


*) En effet, pour chaque D’E€ y on a par définition de l'opérateur d'in’  - 
section JXD' = à; soit Var t=JiD'— à. Alors pour le cycle D—/ -— 
— Vz%7{ on obtient JD—J{D'—JAVan = JD Var! = do. 
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barycentrique suffisamment fine X, du complexe X modulo 4, 
trouvons sur la subdivision de chacun des simplexes #;, 1<i<s, 
des « petits simplexes » Ti1, Tio, - + +, Ts, de dimension 7 (en nombre 


égal à la valeur de la chaîne D sur le simplexe t;), situés à une distan- 
ce positive de la frontière du simplexe £; et à une distance positive 
l’un de l’autre; les orientations 


Tiy = (ele... e;*) 
seront choisies telles qu’elles coïncident avec celle de t;. Prenons 
un compact Ÿ — À‘ |J À et sa subdivision Y, dans X,. Définis- 
sons l'application simpliciale f,: Y, — S” en posant 
hi = Ep 

pour les sommets de chaque « petit » simplexe t;;, à — 1, ...,s; 
= ls: S DL ed 

fiea = Jo a 
pour les sommets du complexe À et 


heêx = & 


pour tous les autres sommets du complexe X‘. 

Choisissons un simplexe quelconque T*1 € XX A de dimension 
n+1 et désignons par Z sa frontière, par Z,, la subdivision de £ 
dans X, et par 6, la subdivision de l’adhérence combinatoire 
[T1] dans X,. Désignons enfin par g1: 2x —> S" la restriction de 
l'application f, à Z,. La propriété principale de l’application cons- 
truite f, consiste dans le fait que le degré de l’application g, est nul 
sur chaque simplexe 7"*!' € XX A. Démontrons-le. 

Le degré de l'application f, est la V-classe du cocycle 


fav — 2 Ti + do- 


D'autre part, en choisissant un déplacement canonique 04 du 
complexe X;, dans X tel que OR Ta — 1, pour chaque à (et alors 
on Ti3 = O0 pour tous les j = 2, ..., s;), nous obtiendrons 


8 
0Y,JY D - 2 Siti1 + do, 


où, comme nous nous rappelons, s; = (D,t;). Dans ia subdivision 
du simplexe T; = |t; | les cocycles t:1, . .., Tis, SOnt homologues 


entre eux, donc 
tu — Tite. TT, dans [7,lr 
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et donc 


(6) OF JS D + Dtis+do= fi. 
{4,3 
Le degré de l'application g, = f, |: est déterminé par le cocycle 


gw=Js Mau — Js* 6Ÿ, JÈ D = OY s JED ; 


i+f 
mais JÉD — JT D cr); le cocycle Jin, D de dimension nr 


de la pseudo-variété orientée [T"*!] de dimension nr + 1 est homolo- 
gue à zéro et donc les cocycles suivants le seront aussi : 
JED--JE en D, 0 JED et giv. 

Nous avons démontré ainsi que le degré de l'application g, est 
nul. D'après le théorème H,, que l’on suppose démontré, l'applica- 
tion g, est homotope à l'application constante et d’après le lemme 
élémentaire 1 du chapitre 3, p. 190, l'application g, se prolonge 
continüment à l’intérieur de la sphère X, i.e. au simplexe 7"*1. 

[l nous faut néanmoins un peu plus — l'existence d'un pro- 
longement simplicial de l'application g, à une subdivision appropriée 
du simplexe 7”*1. Cela se fait tout simplement en appliquant la 
remarque qui suit le théorème de Hopf sur l’approximation simpli- 
ciale (p. 136). Il suffit, en effet, de prendre l’approximation simpli- 
ciale de l’application prolongée que l’on peut considérer identique 
à g, sur le polyèdre Z en vertu de la remarque citée. 

Ayant effectué un tel prolongement à chaque simplexe T“1€ 
€ XX A, nous obtiendrons le prolongement f cherché de l’applica- 
tion f,: :1—> S”, et, sans restriction de généralité, nous pouvons 
supposer que les subdivisions nécessaires des simplexes 7"*! appar- 
tiennent à une subdivision barycentrique plus fine X, du com- 
plexe X: modulo À. 

La vérification du fait que le degré de l'application construite 


| n se à . 
f: Xrx— ST est OZ, i-e. 


df € 62, y; 


s'effectue automatiquement — nous la laissons au lecteur. 

Démonstration de l’assertion 3: E, implique 
H,, :1. 

Remarque préliminaire. Soit f: X—+ S"*1 une application 
simpliciale du polyèdre X de dimension n + 1, donné dans sa trian- 
gulation X, sur la sphère S"*1 donnée dans une triangulation quel- 
conque Si, En remplaçant s'il le faut les triangulations X et 
S"*1 par leurs doubles subdivisions barycentriques Xs et. Sel 
ET cioiessni un simplexe principal approprié t*!€ S"*1 déter- 
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minant l’orientation de la sphère S”*!, on peut toujours supposer 
que : 
A. Les simplexes #*! du complexe X, appliqués par f sur le 
simplexe t**! sont loin l’un de l’autre (ï.e. à une distance positive). 

B. Si un simplexe quelconque t € X, est appliqué par f sur une 
face du simplexe 1**!, alors ce simplexe est la face d’un des sim- 
plexes {"*! qui s'appliquent sur t"*!. 

En effet, soit t’"*! un simplexe quelconque du complexe S”*1. 
Dans la double subdivision barycentrique S?+ de la triangulation 
S"*1 prenons un simplexe 1”*! situé à l’intérieur du simplexe t’"*1 
(ie. n'adhérant pas à sa frontière). Le simplexe T“*! est l’image 
par f de certains simplexes du complexe X, obtenu par subdivision 
barycentrique double de la triangulation X ; ces simplexes peuvent 
être trouvés de la manière suivante : à l’intérieur de chaque simplexe 
T'*1€ X qui s'applique sur t’"*!, il faut prendre l’unique simplexe 
t"*1 du complexe X, qui est appliqué sur le simplexe t’"*! par l’ap- 
plication f du simplexe 1"*! sur le simplexe t”*!. Il est également 
clair que seules les faces des simplexes {“*? sont appliquées sur les 
faces du simplexe T1. 

Après cette remarque, passons à la démonstration de l’asser- 
tion 2. 

Ainsi, on se donne une triangulation X du polyèdre X de dimen- 
sion x + 1 et l’application f de ce polyèdre dans la sphère S*1, 
définie par l'application simpliciale de même nom de la triangula- 
tion X dans la triangulation S"**. Il est donné que le degré df de 
l'application f est nul. Supposons que l’assertion E, est démontrée. 
Il faut démontrer que l'application f: X —+ $"*1 est homotope 
à l'application constante. 

D'après la remarque préliminaire que nous venons de faire, 
nous pouvons supposer que les conditions À et B sont satisfaites. 
La situation sera donc la suivante. Soit t*! € S”*1 Je simplexe 
principal (de la triangulation S”"*?) dont l'orientation définit l’orien- 
tation de la sphère S"*1. La frontière du simplexe 1‘! est désignée 
par S”. Le degré df de l'application f: X — S"*1 est V-classe du 
cocycle d'‘'E ZY1X, défini sur chaque simplexe {"+! de dimen- 
sion nr + { du complexe X par l'égalité 


(QT, ET) = (EEE, 7). 


Puisque, par hypothèse, df = 0, il existe une chaîne 2" € L'X 
pour laquelle Vz"* — d“*1. Les simplexes #”*! du complexe X qui 
s’appliquent sur t**! sont par hypothèse situés loin l’un de l’autre: 
ces simplexes et leurs faces forment un sous-complexe fermé Q 
de dimension #7 + 1 du complexe À. Comme toujours, désignons par 
Q® le sous-complexe du complexe Q qui consiste de tous les sim- 
plexes de ce dernier de dimension <n. L'application f, restreinte 


24—0179 
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au polyèdre Q‘”, sera désignée par f,; c’est une application simpli- 
ciale du polyèdre Q°” (qui est la réunion d’un nombre fini de sphè- 
res, de dimension », dans leurs triangulations élémentaires, éloignées 
l’une de l’autre) dans la sphère S” considérée dans sa triangulation 
élémentaire (celle de la frontière du simplexe 1”* 

Notre premier et principal problème est de prolonger l'applica- 
tion /, à une application @: Ÿ —+ S* du polyèdre Ÿ qui est l’en- 
semble sous-jacent au complexe Y = Q 4%? [J (X X Q). Montrons 
qu'ayant résolu ce problème principal, nous aurons atteint notre 
but qui consiste à montrer que l’application f: X —+ S"*! est homo- 
tope à l'application constante. En effet, supposons que nous avons 


su prolonger l'application f,: @"—+ $" à une application 

p:Ÿ —+ S*. Envisageons S"*1 comme une sphère de dimension nr + 1 
ne le sens géométrique élémentaire et le simplexe | T1 |, comme 
l'hémisphère nord de cette sphère, de sorte que $" soit l'équateur. 
Par hypothèse, le polyèdre Ÿ est appliqué par q sur l'équateur Ki 
Construisons maintenant l'application g: X —+ S"*1 de la manière 
suivante. 

Size O, posons 

g (x) = f (x), 

de sorte qu’en particulier 


gi =f)=p{() si ze". 
Mais sire XX 0, posons 
g (x) = p (x). 


Puisqu'aux points x de l'intersection Qt" — @ f] Ÿ des ensembles 
fermés Q et Ÿ nous avons g (x) = f (x) = (x), alors g est une appli- 
cation continue bien définie dans S"*1 de tout l’ensemble X — 
= QUŸ. _ 

Et alors, si zE Q, le point g (x) = f (x) est situé dans l’hémi- 
sphère nord (comprenant l'équateur) de la sphère S"*!, mais si 
zE X X O, alors le point g (x) — q (x) est situé sur l'équateur S, 
tandis que le point f (x) est situé dans le complément au simplexe 
fermé 1*!, i.e. à l’intérieur de l'hémisphère sud de la sphère $"*1. 
Ainsi, quel que soit le point x € X, les points g (x) et f (x) ne peuvent 
jamais être des points diamétralement opposés de la sphère S"*1, 
ce qui signifie que les applications g et f sont homotopes entre elles. 
Mais l'application g, étant une application du polyèdre Ÿ dans 
l'hémisphère nord (comprenant l'équateur) de la sphère S"*!, est 
homotopiquement triviale; par conséquent, l'application f: X —+ 
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—+ "#1, homotope à g, est également homotopiquement triviale 
et tout est démontré. 
Ainsi, il ne reste qu'à résoudre le problème principal du prolonge- 


ment de l'application fo: OM —+ S$" à l'application p: Ÿ —+ £7. 

Puisque l'application f, est simpliciale et l’assertion E, 
démontrée, il suffit, pour résoudre notre problème, de démontrer 
que le degré df, de l'application f, est un élément prolongeable du 
groupe V"Q, i.e. qu’il existe un élément y" € V"Y tel que Jo" = 
= dfo- 

Supposons que 1” est un simplexe principal de dimension n de la 
sphère S”, orienté de sorte que V1" = t**!. Le degré df, est la classe 
de cohomologie df, € V"Q"” du cocycle d' défini sur chaque sim- 
plexe Loin) par l'égalité 


(d,, tour) . (folgem), To): 


Nous avons défini la chaîne 2° € L'X = L'X® par la condition 
Vz" = d" *!. La première étape de la démonstration du fait que 
le degré LL € V'"Q® est prolongeable consiste à montrer que la 
chaîne Jon 2" E L'O® = 250" est un cocycle sur Q”, apparte- 
nant à la même classe de cohomologie que d?, ï.e. 


(7) Jim” € dfo- 


Ensuite, la deuxième et dernière étape de la démonstration consiste- 
ra à démontrer que le ‘cocycle Jon" se prolonge au complexe (. 


Ainsi — la première éta pef! 
Nous avons d“*! = Vz", d’où 


(8) Jo = Jo VE" = Vol oz" 


Les simplexes t”*! et t” sont choisis de manière à avoir Vot” =7Tt"*! 
D'après la définition de d"*! et &, nous avons fr"*'—d"*t et 
for” — d?, de sorte que 


VeES" d _ VoES "ft _ VoES JAmftr. 
Mais le sous-complexe Q(” content tous les simplexes de dimen- 
sion r du complexe Q, donc ES" J ape" = = J$ oft* et par conséquent 
(9) VoES di=Voloh"= Ja vie = JofVr = Ja pet = Jan". 


En comparant @) et ();, nous voyons que Vo(Jôz" — E$" &)—0, 


i.e. la chaîne J9z" — E$” d est un cocycle sur Q. Mais Q est la 
réunion de simplexes éloignés de dimension #7 + 1 et de leurs faces, 
24% 
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par conséquent V"Q est nul et donc (JEz"— ES" d”) = 0 sur Q, 
ce qui_ implique 


Jon (182 — ES 5) = J'me" — dù — 0 


sur: Q"), i.e. les cocycles d? et J mr" sont cohomologues entre eux 


sur Q® et donc cohomologues à une même classe — l'élément df, du 
groupe V"Q°”. 
La première étape est terminée. 
._ Deuxième étape. Le cocycle V3z"=— d"*! est situé sur Q et donc 
JR = JE QI + JAemd"t = 0, j.e. 


JÉVx;r" = VyJ$z" —=0, 
la chaîne J$r" est un cocycle sur Y et ce cocycle est évidemment 


le prolongement du cocycle Jon zx” € dfo. 


La démonstration de l’assertion 3, et donc des propositions E, 
et H, pour tout nr, est achevée. 


$ 2. Le cas général du théorème de Hopf 


Démontrons maintenant le théorème 1 dans toute sa généralité. 
On se donne: un bicompact X de dimension <n + 1; un ensemble 


fermé À = X ; l'application continue f, de l’ensemble À dans la 
sphère S". 

1°. Supposons que l'application fo: À —+ se peut être prolon- 
gée à l'application f: X —+ 5". Démontrons que le degré de l'ap- 
plication prolongée df — dE VX est le prolongement du degré 
do = dfs € V'A de l’application f,, ce qui démontrera la première 
assertion du théorème 1. 


Puisque f: X —+ S" est le prolongement de f,: À — S", alors, 
en désignant par 
E: A—Xx 


l'application identique de l’ensemble À dans X, nous pouvons 
écrire fr = fEx pour chaque x € À, i.e. l'application f,: À —+ S" 
est la composition des applications E: A—+ X et f: X —+ Sn. 
On peut donc conclure, en vertu de la remarque faite à la fin $ 8, 
chapitre 4, que l’application f,: V"S" —> V"A est la composition 
f, = Ef des applications f: V"S" —+ v'X et ËÊ = J£: VX —+ "A. 
Cela signifie que l’on a 


(1) fon" = JXfn" pour tout n" € vs". 
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Cette formule est vérifiée en particulier lorsque n” est l'élément 
générateur du groupe (cyclique) v"S", i.e. la classe de cohomologie 
0" € V"S" contenant le cocycle fondamental 0" — le simplexe orien- 
té t” de la triangulation S” de la sphère $". Mais /,0" € VA est 
le degré de l'application fo, i.e. f00" — dfo, tandis que fo" — df 
est le degré de l’application f. 

L'égalité (1) se transforme dans l'égalité 


dfo = J df 


(ce qui signifie que le degré de l'application f, est prolongeable 
jusqu’au degré df). 

L’assertion 1° est démontrée. 

2°. Supposons que l'application fo: A —+ $" est de degré dfo = 
— do € V'A prolongeable à un certain d € V"X de telle sorte que 


(2) do = Jid. 


Démontrons que l'application f, peut être prolongée à une applica- 
tion f: À —+ S” de degré d, ce qui démontrera la deuxième assertion 
du théorème Î. 

Choisissons une fois pour toutes la triangulation S”" de la sphè- 
re S” et prenons un simplexe orienté 17” de cette triangulation; 
désignons par 0” la classe de cohomologie qu'il détermine, de sorte 
que TE 0" E V*S" — V'S", co" étant l'élément générateur du 
groupe V'S" et 
(3) fo” = do- 

Prenons un recouvrement correct © = {O,, ..., O,} si fin 
du bicompact X que la V-classe d € V"X contient le cocycle z3 
situé sur le nerf | w | et que l'application f, envoie chaque ensemble 
A NO; dans l'étoile @e, d'un certain sommet e;;, de la triangula- 
tion S”. 

Supposons que parmi les ensembles À fN} O; les s premiers sont 
non vides et forment donc un recouvrement Aw — {A f}) O:.. 

, À N O,} du bicompact A. Désignons par a; le sommet du 
nerf | © | (respectivement du nerf | Aw |) correspondant à l'élé- 
ment ©; du recouvrement w (à l'élément A f\ O; du recouvrement 
A). Ainsi, | Aw | & | w | et nous supposons que le nerf | w | 
est réalisé sous forme de triangulation. Numérotons ensuite, éven- 
tuellement avec des répétitions, les sommets de la triangulation S”, 
de sorte que 


Alors, en faisant de à |’ as A fN O; (au sommet a; 
du complexe | Ac |) le sommet e; du complexe S", nous obtenons 
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une application simpliciale f4® du nerf | Ao | dans la triangula- 
tion S”. 

Soit #" = (&,... a.) un simplexe orienté quelconque du com- 
plexe | Aow | = «. 

Définissant la chaîne z4 du complexe | Aw | par la condition 


(Zâo, ta) = (T°, f444) 


(où, comme nous nous rappelons, 1° € o* € V"S"), nous obtenons 
le cocycle :4 du nerf | Aw | contenu dans la classe de cohomologie 


do. Puisque dy = JAd et, par hypothèse, 


(5) z Ed, 
on a 
(G) JR = ro sur |Ao |. 


L'application f*® est une application simpliciale de la triangula- 
tion | Ao | dans la triangulation S", et la classe dd) € V' | 4o | 
contenant le cocycle z4% est le degré de l'application f4®. Evidem- 
ment dA9 S d,. En outre, % est le cocycle (de la triangulation 
[ © |) dont la classe d@) € V” | ow | est le prolongement de la classe 
d(49) du cycle z4, en vertu de la relation (6). D'où l’on déduit, en 
se servant du cas polyédral du théorème 1, que l'application sim- 


pliciale f4® de l’ensemble sous-jacent A6 de la triangulation | Aw | 


se prolonge à une application continue f® de l’ensemble sous-jacent w 
de la triangulation | & |, et l’on peut supposer que le degré de l’ap- 


plication f# est d(®) € V'o. 
Considérons maintenant l'application canonique g,,: À — w; 
restreinte à À, g,, est une application canonique (désignée par £g40) 
pu 
du bicompact À dans Aw, et il est évident que £g,, est un prolonge- 
ment de l'application g,,. Puisque f® : w —+ S" est le prolongement 
de l’application f4®: Aw — sr ‘l'application Fo = fers: X —+ S" 
sera aussi le prolongement de l’application F4, = fhegs: À —+ S". 
Démontrons maintenant le lemme suivant: 


Lemme 1. Les applications fo: À —> S" et fivg, ,: À + S7 
sont homotnpes entre elles. 

Supposons pour l'instant que ce lemme est déjà démontré. Puis- 
que des deux applications homotopes f, et f4%g,, de l’ensemble X 
dans 5" la deuxième se prolonge à l'application Fi: À —+ S", la 
première application, i.e. fo: À — S" se prolonge (en vertu du lem- 
me du champignon, voir AP, p. 231) à une certaine application 
f:X — S" homotope à l'application F,; le degré de l'application / 
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est donc égal au degré de Fa, ie. 8/00 = g,d® = d et l’asser- 
tion 2° est démontrée. 

Ainsi, il ne reste qu'à démontrer le lemme. Supposons que le 
point € À appartient aux éléments À M D, .... AN Où, du 
recouvrement Aw et à eux seulement. Alors 


EawT E| Go - -- &i,|E| A! et fS gaut EfS laio - + dr Eli + «+ Er ES". 
D'autre part, nous avons 
fo (A NA 0) = Ou, -.., f(ANO:)E Ou, 
de sorte que 
for € Oes, N .-. M Oei = Lei, . . . ei |. 


Ainsi, quel que soit le point x € À, il existe un simplexe de la 
triangulation S" qui contient les deux points fr et fA®%goz, d'où 
l’on peut déjà déduire que les applications f, et fA°g,, sont homo- 
topes entre elles, ce qui démontre le lemme, et donc l’assertion 2° 
et le théorème de Hopf en entier. 


$ 3. Premier théorème fondamental et principales 
définitions de la théorie homologique de la dimension 


Déduisons maintenant, du théorème 1, le théorème 2, i.e. le 
premier théorème fondamental de la théorie homologique de la 
dimension. 

Ainsi, on se donne un bicompact X de dimension nr. D'après le 
théorème des applications essentielles, le bicompact X contient 
un ensemble fermé À possédant la propriété suivante : il existe une 
certaine application fo: À —+ = qui ne peut être prolongée à une 
application de X tout entier sur S"-!. En prolongeant l'application fo 
à un certain voisinage OA (ce qui est possible en vertu du corollaire 
du théorème de prolongement de Brouwer-Urysohn, voir le livre AP, 
chapitre 1, page 64) et en prenant un voisinage plus petit O,4 de 
manière à avoir À, = [0,A] € OA, nous voyons que l'application 
prolongée fo: A —> S"-! de l'ensemble fermé canonique A4 = À 
ne peut être prolongée à une application X — S"-!, de sorte que 
dès le début on aurait pu supposer À canonique. _ 

[1 découle du théorème 1 que le degré de l'application f: 4— S"-! 
est un élément non prolongeable df € V"-!A du groupe V"-'4: la 
première assertion du théorème fondamental est démontrée. 

Supposons maintenant que l’ensemble fermé À = X, le nombre 
r > n = dim À et l'élément & € V'A sont arbitraires. Montrons 
que l’on peut prolonger l'élément &. 
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Dans l’ensemble dirigé de tous les recouvrements ouverts du 
bicompact X, une partie confinale Z est formée par les recouvre- 
ments & de multiplicité nr + 1. Les recouvrements correspondants 
Aa forment une partie confinale AZ dans l’ensemble dirigé de tous 
les recouvrements ouverts du bicompact À. Définissons la classe de 
cohomologie &4 € V"A comme l’ensemble des cocycles 24, situés 
sur les complexes | Aa |, où Aa € A3. 

Supposons d’abord r — n. Puisque chacun des complexes | « | 
est de dimension x, chaque chaîne de dimension nr du complexe «, 


en particulier chaque chaîne de la forme Ef°z%, est un cocycle 
du complexe | & |, ce qui signifie que le cocycle z4, est nrolongeable 
et chaque classe Et est contenue dans une certaine classe C4 € 
€ VX. 

Dans ces conditions, d'après la définition de l'opérateur J%, 
nous avons Ca — Fe Üx, i.e. tous les éléments du groupe V’4 sont 
prolongeables. 

Soit maintenant r > n. Puisque tous les nerfs | « | sont de 
dimension nr et | Aa | = | & |, alors chaque chaïne de dimension r, 
et en particulier chaque cycle de dimension r du complexe | Aa | 
(et de tout le complexe | & |), est une chaîne nulle, le groupe Y’A 
(de même que le groupe V’X) est un groupe trivial et l'élément nul 
est donc prolongeable. 

Le théorème fondamental est démontré. 

Au chapitre 6 nous avons désigné le groupe de tous les éléments 
prolongeables du groupe VA par V'AX et le groupe quotient 
V'A — V'AX par V’ (4: X); ce groupe est trivial si et seulement 
si V'AX = V'À, i.e. lorsque tous les éléments du groupe V’A sont 
prolongeables. En même temps, comme il a été montré au chapitre 6, 
on a la dualité V' (4: X) | A" (4: X), sous l'hypothèse que les 
groupes de coefficients à gauche et à droite sont duaux (ici nous 
supposons que le groupe V”’ (4 : X) a pour coefficients le groupe des 
entiers et le groupe A” (4 : X), les coefficients x). Ainsi, les égalités 
V'(A:X)—0 et A7(4:X) — O sont équivalentes entre elles, 
et la deuxième signifie que chaque cycle projectif de dimension r 
de l’ensemble À, homologue à zéro sur X, est également homologue 
à zéro sur À. Mais ceci est le théorème 2’ promis dans l'introduction. 


$ 4. Théorème de classification de Hopf 


Ce théorème est énoncé dans l'introduction : théorème 3, p. 362. 
Il nous reste à démontrer la deuxième et la troisième assertion de ce 
théorème. Commençons par la troisième: 

On se donne un bicompact X de dimension x et un élément du 
groupe V'X — V" (X,1). Il faut démontrer qu’il existe une applica- 
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tion continue F: X — S”" dont le degré dF est €. Prenons l’ensemble 
A = X consistant du seul point x, et l'application f: À — $” 
qui fait correspondre à ce point x, un certain point y € S". Evidem- 
ment V"A = 0 et donc df = (. Il est également évident que df — 
= 0 = JTE, quel que soit & € VX, et df est non seulement un élé- 
ment prolongeable du groupe V"A = 0, mais il peut être prolon- 
gé — dans le sens de l'égalité df — 2 C — à un élément quelcon- 
que, en particulier l'élément donné & du groupe V"X. Par consé- 
quent, suivant le théorème 1, l'application f: À — S" peut être 
prolongée à une application F: X —+ S$" de degré donné €. L’as- 
sertion 3° du théorème 3 est démontrée. 

Passons à la démonstration de la seule assertion du théorème 3 
qui nous reste, la plus difficile : 

Deux applications fo: X — 5" et fh: À —- S® de même degré 
dfo = df, = 0 EV” À sont homotopes. 


Démonstration. Prenons le produit topologique 
W = X x Q! 


du bicompact X par le segment unité Q' = [0, 1]. Désignons par X,, 
respectivement par X,, la base inférieure, respectivement supé- 
rieure, du cylindre 


Xo={(z,0):reX}, Xi={(x,l):7r€e X}. 


Posons 4 — X, (J X.. Définissons sur À l'application f: 4 —+ S" 
en posant 


Î (x, 0) = for sur Xo et f(x, 1) = fix sur X.. 


Pour démontrer que les applications f,: À — S" et f,: À —+ S” 
sont homotopes, il suffit de prolonger l'application f: À —+ S” 
que nous venons de construire à une application F#: W — S7. 
En vertu du théorème 1, il suffit pour cela à son tour que le degré df 
de l'application f soit un élément prolongeable du groupe VA. 
C'est cela que nous chercherons à démontrer. 

Parmi les recouvrements du bicompact W, il suffit de considé- 
rer seulement les recouvrements qui ne contiennent pas d'élé- 
ments communs à ZX, et X,. Ces recouvrements engendrent des re- 
couvrements w du sous-espace À = W de la forme 


o = 4AQ = 9 | @, 


où w, à — 0, 1, consiste de toutes les intersections non vides des 
éléments du recouvrement Q avec X;. 
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Conformément à ceci, chaque chaîne zx sur le nerf d'un certain w 
se met de façon unique sous la forme 


TZ = Lo + Lu 


où x, est situé sur le nerf du recouvrement «, et z,, sur le nerf du 
recouvrement w,. Supposons maintenant que l’on se donne un élé- 
ment &, du groupe V”A. Choisissons un cocycle z € &,4. Il est situé 
sur le nerf d’un certain recouvrement w et se met de façon unique 
sous la forme 


2 = Zo + Z1 
où z est situé sur | &, | et z,, sur | &, |. Désignons par &;, à = 0, 1, 
laiV-classe &; € V°X, qui contient le cocycle z,;. On voit facilement 


que cette V-classe dépend seulement de la V-classe €, et non du 
choix du cocycle z. 


En envisageant les éléments des V-classes &,, i — 0, 1, comme 
des cocvcles du nerf | w | tout entier, on peut écrire 


Ca = Co + G- 


En vertu de l’unicité de cette représentation, nous concluons que le 
groupe V”A est isomorphe à la somme directe des groupes V"X 
et V”X,, ce que nous écrivons sous la forme 


v'A — V'Xo À VX. 
Prenons maintenant une V-classe arbitraire & € V"X. On peut la 
considérer également comme un élément &, du groupe V”"X, ainsi 
qu’un élément €, du groupe V”X,. Il découle de la définition même 
de l'application f: À = X, U X;, — S" et de son degré df que 
dfo = dh = LE V'À 
implique 
df — Co + Ci € V'A, 
et il nous faut démontrer que cette V-classe se prolonge sur tout 


l'espace W. Ceci découle de la proposition générale suivante. 
Si CE V'X est arbitraire, alors chaque V-classe 


Ca = bo + 1 € V'A 


se prolonge sur W. 
La démonstration est presque évidente. En effet, considérons 
l'application (la projection) 
n(z, 0) =zx, 6E€E(0, 1] = Q! 


de l’espace W sur X. 
Sur les ensembles X, = W, i = 0, 1, l'application x consiste 
à changer les noms des points (x, i)E X;enxE X, i.e. c'est l'appli- 
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cation 
(1) Ti(z,i)=zx, i=0, 1. 


L'homomorphisme dual 7;: V"X;—>V"X consiste à donner aux 
éléments L:CV"X, i—0, 1, de nouveaux noms GE V'X, i=0, 1, 
i.e. pour chaque GE VX nous avons 


(1°) Tié=b, i=0, 1. 

L'application x: W—>X engendre un homomorphisme dual 
nm: V'X > V'W. 

Démontrons qu'alors pour tout LE V'X 

(2) JA TE = Co + Li 


ce qui démontrera la prolongeabilité d'une V-classe donnée (arbi- 


traire) ba = Go + 4 € VA à une Y-classe n£ € V"W et tout sera terminé. 
Pour démontrer la formule (2), remarquons tout d’abord que 
pour chaque &w € V'"W nous avons évidemment 


J'Abw = J'iobwr + J'xabur 
et il suffit donc de démontrer que 
(21) JEnb=b i=0, 1. 


Pour atteindre ce dernier but, considérons les applications identi- 
ques 


E;: Xi — W, i = 0, L; 


1.e. 

E (x,i)=(x,i), i—=0, 1. 
Evidemment 
(3) nE; (x, i) = Ti(z, i) = zx. 


L'application £E;: X; — W induit l'homomorphisme d’intersec- 
tion 

E, — Jx, . V'W — V'X:. 
Par conséquent, en passant aux homomorphismes duaux et en se 
servant des formules (1°) et (3), on obtient 


= Ti = Emi = 176, 


i.e. la formule (2,) qui conclut la démonstration du théorème de 
classification. 


SUPPLÉMENT 


ELEMENTS DE LA THÉORIE GÉNÉRALE DE 
LA DIMENSION 


Comme nous l’avons indiqué dans la note au début de la préface, 
ce Supplément rassemble certains faits de la théorie de la dimen- 
sion, exposés dans le livre [AP] et nécessaires à la compréhension du 
présent ouvrage. Le $ 1 contient les définitions fondamentales (des 
dimensions dim, ind, Ind). Si le lecteur ne les connaît pas, il gagnera 
à commencer la lecture du livre par ce paragraphe, qui contient 
également les énoncés de certains résultats fondamentaux (sans 
démonstrations), qui ne sont pas formellement nécessaires ici. 
Les autres paragraphes ($$ 2 à 5) sont de caractère plutôt auxiliaire ; 
on peut donc s’y adresser au fur et à mesure que l’on rencontre les 
renvois correspondants dans le texte du livre. 

Nous supposons que le lecteur est familier avec la théorie des 
ensembles « naïve » et les fondements de la topologie générale, par 
exemple dans les limites du chapitre 1 des livres [AP] ou [AH]. 
Nous nous servons des notations usuelles de la théorie des ensembles 
U, fN, X (différence d'ensembles), /\ (ensemble vide), = (apparte- 
nance), © (appartenance stricte). Si À est un sous-ensemble topolo- 


gique de l'espace X, alors [A] (parfois À) désigne son adhérence, 
(A ), son intérieur et Fr À, sa frontière. 


$ 1. Les invariants dimensionnels fondamentaux 
dim, ind, Ind 


{. Dimension dim. Si w--{O,} est un recouvrement topologique 
de l’espace X, on appelle multiplicité de w le plus grand nombre 
(peut-être +co) des éléments (du recouvrement &) O,,, ..., Ov 


dont l'intersection f O,,Ex€ X est non vide. Rappelons que le 


recouvrement w’ est inscrit dans wo (on dit également qu'il le suit: 
wo’ > ©), si pour chaque O” € w’ il existe un élément O = 0", 
O € w, qui le contient. Par définition, la dimension dim X d’un 
espace topologique X est égale à 7 (< + co), si dans chaque recouvre- 
ment ouvert de À on peut inscrire un recouvrement ouvert de multi- 
plicité nr, mais il existe un tel recouvrement de X dans lequel on ne 
peut inscrire un recouvrement de multiplicité < r — 1. 

Le lemme suivant (bien connu) se démontre sans difficulté. 
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Lemme de Lebesgue. Pour chaque recouvrement ouvert fini © — 
= {0,, ..., O,} du compact X, il existe un tel e > O (que l’on 
appelle nombre de Lebesgue du recouvrement w) que chaque ensemble 
M © X de diamètre <e est contenu dans au moins un O, € ©. 


En se servant de ce lemme, le lecteur démontrera sans difficulté 
que, pour les compacts, la définition de dim est équivalente à la 
suivante : dim X < n, si pour chaque & >> 0 il existe un e-recouvre- 
ment ouvert fini (i.e. un recouvrement dont tous les éléments sont de 
diamètre <e) de multiplicité n; dim À = n, si dim À < nr, mais 
il est faux que dim À < n — 1. 

On peut démontrer qu'un sous-ensemble À = À” de l’espace 
euclidien R” est de dimension nr, si et seulement si À possède des 
points intérieurs (Megner, Urysohn); en particulier, l’espace AR” 
lui-même et le cube (la boule) Q" © R” ont une dimension dim 
égale à x (Lebesgue, Brouwer). En outre, chaque polyèdre P de 
dimension k (dans le sens élémentaire !) possède une dimension 
dim P —k (voir $ 2). 


2. Les dimensions ind et Ind. Nous dirons qu’un sous-ensemble 
S (éventuellement vide !) d'un espace topologique X sépare les sous- 
ensembles P, Q = X, si À X S = G; U G2:, où G, et G, sont dis- 
joints et ouverts dans P XX Set P & G;,Q = G,. Si en même temps S 
est fermé, on l'appelle cloison entre P et Q dans X. Une cloison S 
s'appelle fine lorsque (S) — A. Le lecteur démontrera sans diffi- 
culté que le fait qu’une cloison quelconque existe entre P et Q im- 
plique toujours l'existence d’une cloison fine. 

Posons par définition ind À = Ind X — —1 si et seulement 
si À est vide. Supposons (la définition est récurrente) que l’on a 
déjà défini la classe des espaces pour lesquels ind X< 7 — 1 (resp. 
Ind X Ln — 1). Posons ind X < nr (resp. Ind. X << n), si entre 
un ensemble fermé quelconque P = X et un point quelconque g é P 
(respectivement entre deux ensembles fermés quelconques Q = X, 
Q N P = À) il existe une cloison S de dimension ind S Sn — 1 
(resp. Ind S < n — 1). Enfin, posons ind X — nr (Ind X = n), si 
ind À Lnr (Ind X Ln), mais il est faux que ind À Lr — 1 
(Ind XL n — 1). 


3. Relations entre les dimensions. Si X est un espace à base dé- 
nombrable (en particulier, un compact, un polyèdre, un sous-en- 
semble de l’espace euclidien R"), on a les égalités d'Urysohn 


dim X = ind À = Ind X. 


Dans le cas général des bicompacts, nous avons seulement les iné- 
galités 
dim X < ind À < Ind X, 
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qui peuvent être strictes, comme le montrent respectivement les 
exemples de Luntz-Lokoutsievski et Philippov. Pour les espaces 
métriques, nous avons l'égalité de Katétov dim X = ind X; il 
est évident que ind À < Ind X, mais on peut avoir ind À << Ind X 
(exemple de P. Roy). D'autre part, un compact quelconque de dimen- 
sion r (et même un espace métrique arbitraire à base dénombrable 
de dimension n) est homéomorphe à un certain sous-ensemble de 
l'espace euclidien R°"*! (théorème de Nôbeling-Pontriaguine-Hure- 
wicz). Ainsi, la classe des compacts de dimension finie coïncide avec 
la classe de tous les sous-ensembles fermés bornés de l’espace R”, 
h= 1, 2° 352 

Tous les résultats indiqués sont démontrés dans le livre [AP]; 
voir également V. Hurewicz, H. Wallman [1]. 


$ 2. Complexes géométriques et abstraits ; 
recouvrements et nerfs 


1. Points indépendants dans R°". C’est ainsi que l’on appelle un 


ensemble de points a@°, a!, ..., a € R", si les vecteurs a°a!, ... 


—— 

..., &ah sont linéairement indépendants. Il est évident qu’un 
système de 4 + 1 points sera indépendant si et seulement s'il n’est 
pas situé dans un plan de dimension À — 1; dans ce cas il définit un 
seul plan de dimension # dans lequel il est contenu. On déduit de la 
continuité des déterminants (et des propriétés des rangs des matrices 
de coordonnées des vecteurs linéairement indépendants) l’assertion 
suivante : 


Proposition 1. Chaque système de k + 1 points de l'espace R", 
n < k, peut être, par un déplacement aussi petit que l’on veut, trans- 
formé en un système géométriquement indépendant; chaque système 
de points géométriquement indépendant le reste après un déplacement 
arbitraire suffisamment petit. 

Définition. Un ensemble de points de l’espace R” est dit 
en position générale, si chaque sous-ensemble de cet ensemble con- 
sistant de n + 1 points (ou moins) est géométriquement indépen- 
dant. 

La proposition 1 implique la 


Proposition 2. Supposons donnés un ensemble fini ou dénombrable 
de poinis 
M = {a, a, ..., &,...} 


situé dans l'espace R”, et une suite de nombres positifs e,, ee, ... 
En déplaçant chaque point a* d'une distance inférieure à e;, on peut 
transformer l'ensemble M dans un ensemble N = {b!, b°, ... 
bt, ...} qui sera en position générale. Si en même temps les 


9 
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points al, ..., a* étaient déjà en position générale,"on peut supposer 
que b! = a}, e e LE | b* — à. 


On déduit de cette assertion la 


Remarque 1. Supposons que l’on se donne dans l’espace 
R?*1 un plan R" de dimension n et un système fini de points M — 
— {a!, [7 a*}. Alors, pour chaque e > 0 en déplaçant chaque 
point a* dans un point bt situé de a; à une distance inférieure à e&, 
on peu transformer l’ensemble { en un tel ensemble N = {b°,. 

, b‘} en position générale, que tout RE” R*,k<n, qui con_ 
tient les k + 4 points quelconques b'°, bi, ..., ph ne possède 
pas de points communs avec R". 

La proposition 1 implique également la 


Proposition 3. Un ensemble fini M en position générale dans R° 
conserve cette propriété pour tout déplacement suffisamment petit. 


Moins évidente est la proposition 4 que l’on déduit de la pro- 
position 2. 


Ré pu &. Si l'ensemble dénombrable M = {a}, a°, ... 

} se trouve dans R” en position générale, il existe des 
nombres positifs 8j, Es, . . ., En, - . . tels que chaque ensemble M° — 
— {b!, b?, , D, ...} pour lequel p (b*, ) ez sera égale- 
ment en position générale. 


2. Coordonnées baricentriques et simplexes. Si {a°, al, ..., a*est 
un système de points indépendants, on vérifie facilement que pour 
chaque point x du plan P* déterminé par les points a, ..., a 
(et seulement pour les points de ce plan) il existe une collection 
unique de nombres lo, Li, - - ., Ux pour lesquels 

ZT = Ugd9 Fe... + Mal et Lo + M +... + ur = 1. 
Ces nombres s'appellent coordonnées baricentriques du point x. On ap- 
pelle simplexe ouvert T* de dimension k, de sommets aux points 
a, ..., a, l'ensemble de points (du plan P*) dont toutes les 
coordonnées baricentriques sont positives. L’adhérence T* s'appelle 
simpleze fermé et coïncide avec l'enveloppe convexe des points 
æ&,..., a. Pour chaque sous-ensemble de sommets a;,, ..., ai, 
(s L k) du stmalete T*, on appelle face contenant ces sommets, le 
simplexe de dimension s déterminé par le système de points a;,, ... 
ss di, (qui sera évidemment indépendant). Deux faces d'un même 
simplexe sont dites opposées, si leurs ensembles de sommets forment 
une partition de l’ensemble des sommets du simplexe donné en 
deux sous-ensembles disjoints. En particulier, la face opposée au 


st a est la face déterminée par les points @, ..., a‘-! 
1 
a 


? 
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3. Complexes géométriques. Les complexes (géométriques) sim- 
pliciaux sont des ensembles de simplexes ouverts de l’espace donné R". 
Ils peuvent être soumis à telle ou telle condition supplémentaire, 
et alors le nom commun « complexe » est accompagné par l’adjectif 
correspondant. Ainsi, par exemple, nous considérerons dans la 
majorité des cas les complexes finis, c'est-à-dire ceux qui contien- 
nent un nombre fini de simplexes; on peut ensuite stipuler que les 
simplexes, éléments d’un complexe donné, soient disjoints. Le com- 
plexe X est dit de dimension n, si tous ses simplexes sont de dimen- 
sion Ar et au moins un d'eux est de dimension n. La condition 
principale appliquée aux complexes considérés sera celle de complé- 
tude : un complexe X s'appelle complet, si chaque simplexe, qui 
est la face d’un simplexe quelconque du complexe K, est lui-même 
un élément de ce complexe. Un complexe complet fini Æ, dont les 
éléments sont des simplexes disjoints (ouverts) de l’espace donné R”, 
s'appelle triangulation (située dans R”). 


Remarque 1. Si nous ne notons pas explicitement le con- 
traire, nous entendons par simplexe un simplexe ouvert. 

Appelons ensemble sous-jacent d’un complexe Æ la réunion des 
points de tous les simplexes qui appartiennent à X. L'ensemble 


sous-jacent d’un complexe X se désigne par X. L'ensemble sous- 
jacent de toute triangulation coïncide avec la somme des adhérences 
de tous les simplexes de cette triangulation et, étant la somme d'un 
nombre fini de compacts situés dans À”, est lui-même un compact. 
Chaque compact qui est l’ensemble sous-jacent d’une triangulation 
s'appelle polyèdre ; si P — K, la triangulation X s'appelle triangula- 
tion du polyèdre P. Ainsi, chaque triangulation est la triangulation 
de son ensemble sous-jacent, mais un même polyèdre peut (sauf 
dans le cas trivial des polyèdres de dimension nulle) posséder un 
nombre infini de triangulations. 

On appelle, bien entendu, sous-complere d'un complexe Æ tout 
complexe Æ, dont tous les éléments sont également des éléments 
du complexe X. Si nous n’indiquons pas le contraire, par complexe X 
nous entendrons toujours un complexe complet ; par contre, dans les 
complexes complets Æ, nous envisagerons souvent des sous-com- 
plexes X, non complets. 

Pour chaque complexe non complet X,, on peut définir son 
adhérence combinatoire, à savoir le complexe complet {Æ,] qui con- 
siste de tous les simplexes T € X, et de toutes les faces de ces sim- 
plexes. En particulier, on peut parler de l’adhérence combinatoire 
du simplexe T, en entendant par cela le complexe complet [T1 con- 
sistant du simplexe 7 et de toutes ses faces. On appelle frontière 
combinatoire d’un simplexe, le complexe consistant de toutes les 
faces propres de ce complexe. 
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4. Simplexes abstraits et nerfs. Considérons un ensemble quel- 
conque Æ dont les éléments seront appelés sommets. Chaque sous- 
ensemble fini T = E sera appelé simplere (abstrait) de l'ensemble 
de sommets ; les sous-ensembles non vides du simplexe 7 s'appellent 
faces de ce simplexe. 

On appellera dimension d'un simplexe le nombre de ses sommets 
moins un. 

Chaque ensemble Æ de simple xes abstraits de l'ensemble des som- 
mets Æ s'appelle complexe (abstrait) de cet ensemble de sommets. 

Les notions de face, de dimension, d’adhérence combinatoire, 
de complétude, etc., se définissent tout comme dans le cas des com- 
plexes géométriques. 

L'exemple le plus important des complexes abstraits est donné 
par les nerfs des systèmes d’ensembles finis, en particulier, des re- 
couvrements. Soit æœ — {Mf,, ..., M,} un tel système. Faisons 
correspondre à chaque élément A7; de ce système un certain som- 
met e;; un ensemble de sommets forme un simplexe si l’intersection 
des ensembles correspondants est non vide. Le complexe abstrait 
ainsi obtenu s'appelle rerf du système d’'ensembles donné. 


5. Etoiles. Sous-complexes ouverts et fermés. Appelons étoile 
combinatoire d'un simplexe T du complexe À l’ensemble O,T de tous 
les simplexes du complexe ÆÀ ayant T7 pour face commune propre 
ou impropre (i.e. coïncidant avec 7). 

Un sous-complexe À, du complexe Æ s'appelle ouvert dans X s'il 
contient avec tout simplexe T € ÆX, également toute l'étoile (com- 
binatoire) de ce simplexe. Les sous-complexes ouverts des triangula- 
tions nous donnent l'exemple le plus important de complexes non 
complets. 

Un sous-complexe Æ, du complexe X, dont le complément 
K X X, est ouvert, s'appelle fermé; si À est un complexe complet, 
alors ses sous-complexes fermés sont précisément les sous-complexes 
complets. 

On voit facilement que les étoiles combinatoires Okes, ... 
... OKe, des sommets e,, ..., e, du complexe À ont une inter- 
section non vide, si et seulement si ces sommets forment l’ensemble 
des sommets d’un certain simplexe du complexe X. Autrement dit, 
le complexe Æ est le nerf du système des étoiles de ses sommets. 

Si X est une triangulation, nous considérerons dans la plupart 
des cas non pas les étoiles combinatoires du complexe X, mais leurs 
ensembles sous-jacents, que nous appellerons étoiles ouvertes et 
désignerons par OT ; les étoiles ouvertes des sommets seront appelées 
étoiles principales (de la triangulation donnée). L'intersection des 
ensembles sous-jacents de certains sous-complexes d’une triangula- 
tion Æ est l’ensemble sous-jacent à l'intersection de ces sous-com- 
plexes; par conséquent, les étoiles ouvertes Oe,, ..., Oe, des 
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sommets €, - - -, € de la triangulation ÆÀ ont une intersection non 
vide si et seulement si ces sommets forment l'ensemble des sommets 
d’un certain simplexe du complexe X. Nous avons l’assertion fonda- 
mentale suivante. 


Théorème 1. Toute triangulation K est le nerf du système de ses 
étoiles principales. 


Corollaire 1. Le système ox — {Oe;} des étoiles ouvertes de la 


triangulation K du polyèdre P — K est un recouvrement ouvert de 
multiplicité n + 1 du polyèdre P, où n est la dimension du complexe X. 


6. Applications simpliciales. Supposons que l'on fait corres- 
pondre à chaque sommet a du complexe simplicial À un sommet 
b — fa du complexe simplicial Ÿ, la condition suivante étant satis- 
faite: si les sommets a;, ..., a; du complexe X sont ceux d’un 


certain simplexe de À, alors les sommets ja;, ..., fai, parmi 


lesquels certains peuvent coïncider, sont ceux d'un certain simplexe 
du complexe ÿ. 

En vertu de cette condition, à chaque simplexe T7 = |a; ... 

..&;, | du complexe À correspond un certain simplexe T° = fT 


du complexe Ÿ, et nous obtenons une application f du complexe X 
dans le complexe Y ; l'application f: X —+ Ÿ ainsi définie s'appelle 
application simpliciale du complexe X dans le complexe Y. 

Si l'application simpliciale du complexe X sur le complexe Y 
est bijective, on l'appelle application isomorphe ou isomorphisme, 
et les complexes X et Y sont dits isomorphes entre eux. On démontre 
facilement le 


Théorème 2. Tout complexe simplicial complet fini de dimension n 
est isomorphe à une certaine triangulation Q située dans RT pour 
chaque m > 2n + 1. 


En effet, supposons que a, ..., a, est l’ensemble de tous les 
sommets du complexe P. Choisissons des points quelconques b,, ... 
..., b, en position générale dans À”, i.e. de manière à ce qu'aucun 
ensemble de m + 4 points choisis parmi eux ne soit situé dans un 
plan de dimension m — 1 de l'espace R”". Définissons un simplexe 
qui a pour sommets b;, . .., bi, r < n, dans R” si et seulement 
si les points @,, ..., a; Sont les sommets d'un simplexe du com- 
plexe P. Les points b;, ..., b; sont géométriquement| indépen- 
dants dans R”, de sorte que le simplexe |b4,... bi | € R7T 
existe. Les simplexes obtenus de la manière indiquée dans À" sont 
disjoints ; en effet, considérons les simplexes 


lb,...bi, 1€ R7 et [b,...b;, 1€ R7 
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correspondant à des simplexes |a;i,...a;, | et |[a;,...a; | 
distincts du complexe P. Puisque la dimension du complexe X 
est égale à r,ona h<Snetk< n; par conséquent, la réunion des 
sommets des simplexes |b:;,...0b;, | et |b;,...0b; | consiste 
d'au-moins (h+1)+(k+1)<(n+1)+(n +1) = 2n +2< 
< m + 1 points et donc, étant un ensemble de points géométrique- 
ment indépendants dans R”, est l'ensemble des sommets d’un certain 
simplexe (de l’espace R”) qui possède pour face | b;, ... bj, | aussi 
bien que | b:, .- .., bi, |; ces simplexes sont donc disjoints. 

Ainsi, les simplexes construits dans R”" forment une triangula- 
tion Q, qui est évidemment isomorphe au complexe P. 


Pour m> n, démontrer le théorème 2 c'est démontrer l’asser- 
tion suivante. 


Théorème 2’. Chaque complexe simplicial fini de dimension n est 


isomorphe, pour m> n, à un certain complexe Q constitué de simplexes 
de l'espace R”. 


Chaque tel complexe Q s'appelle réalisation géométrique dans 
R" du complexe (abstrait) P. Dans le cas général, Q ne sera pas une 
triangulation, car ses simplexes peuvent se couper. 

La notion de réalisation géométrique Q d’un complexe abstrait 
donné P nous sera surtout nécessaire dans le cas où P est le nerf 
d’un certain système d'’ensembles, en particulier, d’un certain re- 
couvrement « d’un espace X. Notons, en particulier, le cas où &« = 
— {M,, ..., M,} est le recouvrement d’un espace X, qui est 
lui-même un sous-ensemble de l’espace ÆR7. 

Soit € >> O0 et supposons que les sommets b,, ..., b, du com- 
plexe Q sont choisis dans R” de manière à ce que 0 (M;, b;) <e 
pour à = 4, 2, ..., s. Alors le complexe Q s'appelle réalisation 
du nerf P du recouvrement «, choisi « auprès » (plus exactement dans 
un « e-voisinage ») du recouvrement «. 

Un recouvrement «&’, inscrit dans «, est dit inscrit combinatoire- 


ment si la relation d'’inclusion engendre un isomorphisme des nerfs 
? 
[a |—lal. 


7. Subdivision. La triangulation Æ° suit la triangulation X si 
chaque simplexe T” € K” est contenu dans un certain simplexe (évi- 
demment unique) T € K ; le simplexe T € X s'appelle support du 
simplexe 7’ € K” dans la triangulation X. 

Si À’ suit X, alors évidemment on a À” = K ; si en même temps 
K”" = K, c'est-à-dire si chaque simplexe 7 € A est la somme des 
simplexes T” € K” (de la triangulation Æ”) qu’il contient, alors X’ 
s'appelle subdivision de la triangulation X. 

Si X est un complexe complet abstrait, on appelle cône de som- 
met o sur X le complexe abstrait oX qui a pour simplexes le som- 
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met o lui-même, tous les simplexes de la forme t = | ot” | = 
= Joal...a|,oùt’ = |al, ..., a” |E X, et toutes leurs faces. 
Définissons par récurrence la subdivision baricentrique d'un com- 
plexe: la subdivision baricentrique d'un sommet est le sommet lui- 
même; si l’on a défini la subdivision baricentrique de tous les 
simplexes de dimension <k — 1, alors la subdivision baricentrique 
d’un simplexe de dimension # est le cône sur le complexe obtenu en 
prenant la réunion de toutes les subdivisions baricentriques des 
faces du simplexe donné. 

Dans le cas d’un complexe géométrique, on choisit en qualité de 
sommets les centres de gravité des simplexes correspondants; on 
obtient alors à nouveau un complexe géométrique dont l’ensemble 
sous-jacent coïncide avec celui du complexe donné. On démontre 
aisément qu'en répétant la subdivision baricentrique d’un simplexe 
géométrique, on fera tendre vers zéro les diametres de tous les sim- 
plexes. 


$ 3. Applications barycentriques et canoniques : 
théorème d’approximation 


1. Par la suite, nous entendrons par recouvrement de l'espa- 
ce X (sauf mention du contraire) un recouvrement fini ouvert. Un re- 
couvrement ouvert (resp. fermé) est dit correct si ses éléments sont 
des ensembles de type F, (resp. G4). On démontre facilement qu'il 
est possible d'inscrire combinatoirement un recouvrement correct 
(ouvert aussi bien que fermé) dans tout recouvrement d’un espace 
normal. 

Supposons que la triangulation N = N, est la réalisation géo- 
métrique dans R" du nerf du recouvrement w = {0,, ..., O;} 
de l’espace X. Désignons par e; le sommet (du nerf NW) qui corres- 
pond à l'élément O, du recouvrement «w. 


L'application f de l’espace X dans le polyèdre N est dite canoni- 
que (relativement au recouvrement w), si l'image inverse f-'Oe, 
de chaque étoile Oe; est contenue dans O,. Nous dirons que l’applica- 


tion f: À —+ N du simplexe TE N le recouvre essentiellement, si 
l'application f: f-!T + T est essentielle (voir définition au $ 5): 
et alors, comme toujours, 7 est un simplexe fermé possédant les 
mêmes sommets que 7. 


Théorème des applications canoniques. Supposons que © = 
= {0,, , O.} est un recouvrement quelconque de l'espace X de 
nerf N réalisé sous forme de triangulation; on peut trouver un tel 


sous-compleze N° du nerf N et une telle application f: X ne N, cano- 
nique relativement à w, que l’image fX est un polyèdre N° = N et 
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chaque simplexe principal *) du complexe N° est recouvert essentielle- 
ment. 


Démonstration. Première étape.Construc- 
tion de l'application baricentrique. Soit N 
une réalisation géométrique du nerf du recouvrement w. Prenons 
un recouvrement correct w” = {O,, ..., O;} inscrit combinatoire- 
ment dans w ; pour chaque i = 1, 2, ..., s construisons sur X une 
fonction continue f;, nulle sur À NX O, et positive sur tous les points 
x E O;; si X est un espace métrique, alors chaque recouvrement w 
est correct et nous posons simplement j; (x) = min {1,p (x, X O:)}. 
Lorsque les fonctions f; ont été définies, nous construisons l’applica- 
tion f de l’espace X dans le polyèdre N, appelée baricentrique. Pour 
chaque point z € À nous considérons tous les éléments O; du re- 
couvrement &w” qui contiennent ce point; supposons que ce sont 
Oi,, .. Où *« alors, parmi les fonctions j; (x) seules les fonctions 


lise . sont positives au point zx, les autres y étant nulles. 


Par conséquent, en plaçant dans les sommets du nerf e,,...,e, 
respectivement les masses f, (x), . . ., f, (x), nous obtiendrons des 
masses positives seulement dans les <sommets e;, . .., e;, qui 


correspondent aux éléments Oi,, . .., O; qui contiennent le point z. 


Le centre de gravité de ces masses, c’est-à-dire le point aux coor- 
données baricentriques 


+ (T)' : (ZT 
ER RES k—=0, 1, ...,r, 
Dh,@  Zht) 
1 i= 1 
dans le système de coordonnées baricentriques basé sur les points 
ei. k — 0, 1, ...,r, est un point du simplexe (ouvert) |ei,, ... 
-.., €. | € N (ce simplexe existe, puisque O, NA ...nñh Oi 3 x). 
Ce point y sera défini comme étant l’image (x) du point x par l'ap- 
plication f. Ainsi, si Oi, ..., Oi sont tous les éléments du recouvre- 
ment w ‘qui contiennent le point x, alors f (x) € | ei, . .. ei. |. Puis- 
que la fonction j; (x) est continue, le point f (x) varie continüment 
en fonction du point x, c’est-à-dire que l'application f: X — À est 
continue. 

Deuxième étape. Nous supposons maintenant que le 


nerf NV est réalisé sous forme de triangulation. 
Démontrons l'inclusion 


f"'Oe; = O4. 


*) Le simplexe 7 est dit principal s'il n'existe pas de T°’ € K, T' > T. 
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Soit z E f"Oe, et soit 7 l'unique simplexe (de la triangula- 
tion NV) qui contient le point fr. Alors on a nécessairement e <T, 
et donc f; (x) Æ 0, xE O0; = O;. L'’inclusion fe, = 0j SO, est 
démontrée. 

On démontre tout aussi facilement que l’on a même l'égalité 


(1) f"'Oe; = Oi. 


En effet, si fx € T, alors parmi les fonctions f; seules les fonc- 
tions fi, -.., fi Seront non nulles au point x, ce qui signifie que 


parmi les ensembles O; seuls les ensembles O,, . .., Oi contiennent 
le point x. Autrement dit, f !T coïncide avec l'ensemble Ei, 


de tous les points zx 7 X qui appartiennent à la fois à tous les ensem- 
bles Oi, .-.., 0, O { Ew’, et à eux seuls, 
(2) f'len...eirl=(0%hN... NON OU  Oj=Ei...tw 
JF, -..,. 

L'étoile Oe; est la somme de simplexes disjoints de la forme 
| ee;, . . . e;j | qui possèdent e; en guise de sommet (pour r = 0. nous 
obtenons le sommet e;, € Oe, lui-même). L'ensemble O; est la somme 
d'ensembles disjoints de la forme Æ;;,..; (pour r = 0 nous obte- 
nons l’ensemble E: qui consiste de tous les points x appartenant 
à l’ensemble Oi et à aucun autre O; € w‘). Il est bien entendu que cer- 
tains termes de cette somme peuvent s'avérer vides. Mais d’après 
l'égalité (2) 

f lee, ...e; | = Eij..; ; 


ou, en prenant la somme (pour ài fixe) de toutes les égalités de cette 
forme (sur tous les j,, ..., j,), nous obtenons à gauche f-'Oe;, et 
à droite O;, c'est-à-dire l'égalité cherchée (1). 

Troisième étape. Lemmes de descente. Sup- 
posons données les applications f: X—+ N et f,: X—N,, où 
N, est un sous-complexe du complexe N. Nous dirons que l’applica- 
tion f, s'obtient de f par descente (ou par balayage) si f(T) ETEN 
et f, (x) E T, implique toujours T,<T. 


Lemme 1. Si f, s'obtient de f par descente, alors f; 0e = fr\0e 
pour tout sommet e € N. 


En effet, soit f, (x) € T, = Oe, c'est-à-dire f, (x) € T; > e. Alors 
f()ET>T;, >e ou f(x) ET & Oe, ce qui démontre notre as- 
sertion. 


Le lemme 1 implique immédiatement l’assertion fondamentale 
suivante : 


Lemme 2. Si f est une application canonique de l'espace X dans 
l'espace sous-jacent au nerf N, et f, s'obtient de f par Er alors f: 


est également une application canonique f,: À —+ 
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Lemme 3. Supposons que l'application f: X — K de l’espace X 
dans un polyèdre triangulé K est telle qu'il existe un simplexe prin- 
cipal T € K qui n’est pas recouvert essentiellement. Il existe alors un 
sous-complexe fermé (propre) K, = (K KT) K et une applica- 
tion f\1: X —+ K, obtenue de f par descente. 


Démonstration. Supposons que ? € K est le simplexe 
principal qui n’est pas recouvert essentiellement. Posons 6 = f-!T. 


Désignons, comme toujours, par $ — T X T la frontière du sim- 
plexe T et considérons l'application f,: © — $S qui coïncide sur 
f"S avec l'application f. On peut trouver une telle f, puisque par 
hypothèse l'application f: 6 — T n'est pas essentielle. Puisque sur 
f} (A NXT)N/É'T = f"S les applications f et f, coïncident, on a, 
en posant f,x = fx pour xEf !'(X X T), une application continue 
f.: À — K qui diffère de f seulement par le fait que les points 
z E X qui s’appliquaient par f sur le simplexe 7 sont maintenant 
appliqués sur la frontière de ce simplexe. Autrement dit, f, s'ob- 
tient de f par descente. Le lemme 3 est démontré. 

Fin de la démonstration du théorème. 
Supposons qu'un certain simplexe principal T, du complexe N n'est 
pas recouvert essentiellement par l'application /. Nous pouvons 
alors appliquer le lemme 3 et transformer par descente l'applica- 
tion f: À —+ N dans l'application f,: À — N,, où le polyèdre NW, est 
l'ensemble sous-jacent au complexe N,=NXT CN 
_ Puisque le complexe NW est fini, on peut, en itérant la procédure 
de « descente » obtenir une application f,: À —+ N, de l'espace 


X dans l'espace N, sous-jacent au sous-complexe W, du nerf N, 
de sorte que tous les simplexes principaux du complexe V, soient 
recouverts essentiellement, or, l'application f, est obtenue de f par 
descente et donc (voir lemme 2) est canonique (relativement à «). 
Le théorème est démontré. 

Remarque ‘1. Si l'application f: X — À recouvre essen- 
tiellement tous les simplexes principaux du complexe X, alors elle 
est une surjection sur le polyèdre X. 

En effet, supposons que l'application f: X — K n’est pas sur- 
jective et y € K X fX. Soit T, € K le support du point y dans le 


complexe Æ et T > T, un simplexe principal. Alors le simplexe T 
ne peut être recouvert essentiellement par l'application f. 


Premier théorème d’approximation. Soit œ une application con- 
tinue d'un espace normal de dimension n dans un cube QT € R", 
m> n. Pour chaque & il existe une application d'approximation f de 
l'espace X dans un polyèdre N € Q" de dimension n qui diffère de 
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p de moins que e dans le sens suivant 
(1) p (px, fx) <'e pour tout x € X. 


Si l'on a m > 2n + 1 et l'on se donne un recouvrement quelcon- 
que w de l’espace X, on peut en outre supposer que f est une w-applica- 
tion canonique dans N = N, (et il existe un sous-complere N° du 
nerf N tel que fX = N'). 

D'autre part, supposons toujours que m > 2n + 1, et choisissons 
un plan R" dans R°. On peut alors exiger, en RE que l’approxzima- 
lion f soit telle que la distance entre l'ensemble [fX] et le plan Rr soit 
posilive. 


Démonstration. Recouvrons le cube Q” par un nombre 
fini de boules {V;}, j = 1, 2, ..., v, de diamètre <=. Les 


images inverses p"}V; = U, de ces boules forment un recouvrement 
©, = {U;} de l'espace X. Prenons un recouvrement correct de 
l'espace X 

Op — {O,, e © 9 O;} 


de multiplicité rz + 1, plus fin que w, (et que w si c'est celui-ci qui 
est donné). Choisissons pour chaque i = 1, ..., s un point p,€ 
€ O3 E w, et prenons des points e,;, . .., e, à l’intérieur du cube Q" 
et en position générale dans R® = 9", de sorte que 


(2) pe, pp <>. 


Si l’on a en outre m > 2n + 1 et un plan R" est donné dans R”, 
nous assujettissons le choix des points e,, . .., e, à la condition 
supplémentaire suivante: aucun plan de dimension », contenant 
n + 1 points choisis parmi les points e;,, . .., e,, ne coupe le plan R° 
(ce que l’on peut faire en vertu de la remarque 1 du $ 1). Prenons 
les points e,, ..., e, en guise de sommets du nerf W du recouvre- 


ment w,. Puisque dim Ÿ — net m > n, tout ensemble de sommets 
d'un des simplexes du nerf N consiste de points géométriquement 
indépendants dans À” (car nous avions choisi les points e;, ...,e, 
en position générale); les simplexes du nerf V sont donc des sim- 
plexes géométriques (ouverts), qui peuvent toutefois se couper si l’on 
exige seulement m >n; mais si m > 2n + 1, ces simplexes sont 
disjoints et le nerf NV est une triangulation. 

En outre, si m > 2n + 1 et un plan R° a été choisi dans R”, 
la condition supplémentaire, à laquelle nous avons soumis le choix 
des points e, ..., e,, implique que l’adhérence d'aucun des sim- 
plexes du nerf N ne coupe le plan R*, de sorte que l’ensemble sous- 
jacent N du nerf N, étant un compact sans points communs avec À}, 


est situé à une distance positive de ce plan: p (W, R7) > 0. 
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Construisons maintenant l'application baricentrique f: X — NW: 
dans le cas particulier où m > 2n + 1 et N est une triangulation, 
l'application f est canonique; elle est donc une w,-application. 
D'après le théorème et la remarque 1, on peut supposer que fX = À” 
pour un certain sous-complexe WN’ du nerf NW 

Pour un plan À; choisi dans R", on a par construction 
p (N, R') > 0, et donc p (IfX], R7) > 0. Il reste à démontrer, dans 
le cas d’un m > n quelconque, l’inégalité (1). Soit x un point quel- 
conque de l’espace X; désignons par O4, ..., O0, tous les élé- 
ments du recouvrement w, qui contiennent ce point. Alors (si j est 
une application baricentrique), parmi les nombres }j, (x) seuls les 
nombres fi, (x), .- .., hi (zx) sont positifs, de sorte que f(x) est 


contenu dans le simplexe | ei, . ..e;) € N. Dansi le cas où f s'ob- 
tient d'une application baricentrique par descente (quand m > 
> 2n+1),onafrEe;,...6e;. D'autre part, chaque O; est con- 
tenu dans un certain U;, = @”!V;, de sorte que 


diam qO, < diam qU; << e/2. 
Par conséquent, en se souvenant que p; € O,, p (Œpa, ei) ee, 


on obtient p (pr, pi) <+, p (px, e;) LE pour i = ig, - .., ir. 
Tous les points e;, - .., ei. Sont donc situés dans la boule 


O (px, €), qui contient ainsi tout le simplexe e;,...e; avec le 
point fx. L'inégalité (1) est démontrée, ce qui achève la démonstra- 
tion du théorème. 
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Dans ce paragraphe, le mot « espace » signifie « espace topolo- 
gique normal ». Une application continue f de l'ensemble X sur 
l'ensemble YŸ, situé dans un même espace métrique À, s'appelle 
e-déplacement si, pour le nombre positif donné €, on a, quel que soit 
le point zx E X, l'inégalité p (x, fx) << €. 

Appelons l'application continue f de l’espace métrique À dans 
un espace Ÿ e-application si l’image inverse f-!y de chaque point 
y E Ÿ par cette application est de diamètre <<e. Soient w un re- 
couvrement ouvert de l’espace X et f: X — Ÿ, une application 
continue de l’espace X dans l'espace topologique Ÿ. L'application f 
s'appelle w-application, si chaque point y € Ÿ possède un voisinage 
Oy dont l'image inverse f-!'Oy est contenue dans au moins un élé- 
ment du recouvrement «. 
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Théorème des «-applications. Si dim À — n, alors pour chaque 
recouvrement ouvert fini w, il existe une w-application de l’espace X 
sur un polyèdre de dimension n; d'autre part, il existe un recouvrement 
ouvert fini &, qui n'admet aucune w-application f: X —+ P dans un 
polyèdre P de dimension <n. 


La démonstration sera donnée plus loin. Le lecteur démontrera 
facilement l'assertion suivante. 


Proposition 1. Pour qu'un compact X admette, pour tout e > 0, 
une e-application dans (sur) un compact Y appartenant à une classe 
donnée N (par exemple, dans un polyèdre de dimension n), il faut et 
il suffit que, pour chaque recouvrement fini ouvert w du compact X, 
il existe une w-application f: À — Y dans (sur) le compact Y de 
cette classe. 


De cette proposition et du théorème précédent on déduit immé- 
diatement le 


Théorème des e-applications (Alexandrov, 1926). Chaque compact 
X de dimension n admet pour tout e > 0 une e-application sur un 
certain polyèdre de dimension n ; d'autre part, il existe un tel e = ex, 
pour lequel on ne peut trouver aucune e-application du compact donné X 
de dimension n sur un polyèdre (ni même dans un compact) de dimen- 
sion ne 


Si le compact X est donné sous forme de sous-espace d’un espace 
euclidien, on peut remplacer dans l'énoncé précédent les e-applica- 
tions par les e-déplacements: le théorème des e-applications se 
transforme alors dans le théorème des e-déplacements. 

Commençons la démonstration du théorème des œw-applications 
par sa deuxième assertion. Pour cela, démontrons une proposition 
plus forte : 


Principe d'’invariance de Brouwer. Soit dim À = n; il existe 
alors un tel recouvrement ouvert fini w, de l’espace X qu'aucune w,-ap- 
plication de l’espace X dans un espace normal de dimension << n n'est 
possible. 


Démonstration (par l'absurde). Supposons que pour 
l'espace donné X de dimension » et pour un recouvrement & de cet 
espace, on a une w-application de À dans un espace normal Ÿ de 
dimension dim Ÿ << n. Obtenons une contradiction. Prenons à cette 
fin un recouvrement o = &p = {O,, .- . ., O,} dans lequel on ne peut 
inscrire aucun recouvrement de multiplicité << nr + 1; un tel w, 
existe, puisque dim À = nr. Par hypothèse, il existe pour cet w, 
une &,-application fo: X —— Ÿ de X dans un espace normal Y, 
dim Ÿ << n. D'après la définition d'une œ-application, chaque 
point y E Ÿ possède un voisinage Oy dont l'image inverse j;'Oy est 
contenue dans un élément du recouvrement «4. 
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Désignons par W; la réunion de tous les Oy pour lesquels 
fs 'Oy = O0, E w,. Alors 
{W,,...,W,} 


est un recouvrement fini de l’espace Ÿ. Inscrivons-y le recouvrement 
{V,, ..., V,} de multiplicité < n. Alors {f5V,, ..., f.!:V,} est 
un recouvrement de multiplicité < »r de l’espace X, inscrit dans w. 

La contradiction obtenue démontre le principe d’invariance de 
Brouwer et donc la deuxième assertion du théorème des w-applica- 
tions. 

Démontrons la première assertion du théorème des w-applica- 
tions. Soit w un recouvrement quelconque de l’espace X de dimen- 
sion 2; il s’agit de construire une w-application de l’espace X sur 
un polyèdre de dimension n. En prenant, s’il le faut, un recouvrement 
plus fin que «, nous pouvons admettre sans perte de généralité 
que w est de multiplicité rz + 1 et qu’il n'existe aucune w-applica- 
tion de l’espace X dans un polyèdre de dimension << #7. Supposons 
que la triangulation W est le nerf du recouvrement w. En vertu du 
théorème des applications canoniques, il existe un sous-complexe 
N'" = .:V et une application canonique f de l’espace X sur le po- 


lyèdre NV’. Puisque N' & N, on a dim N'&n; d'après le choix du 
recouvrement w on a, d’autre part, dim N’ > n. Ainsi, dim N’ = n, 
c.q.f.d. 


$ 5. Théorème des applications essentielles 


Rappelons qu'une application f: À —+— T'" de l’espace X sur un 
simplexe fermé 7” de dimension n est dite essentielle, si toute applica- 


tion continue f,: X — T" qui coïncide avec f sur tous les points 
de l’ensemble 
D= fist, 


où S”-!l est la frontière de 7”, est surjective. 


Théorème des applications essentielles. Il consiste de deux asser- 
tions: 

a) Tout espace X de dimension n possède une application essen- 
tielle sur un simplexze fermé T” de dimension n. 

b) Toute application d'un espace de dimension n dans un simplexe 
(ou une boule) de dimension m n'est pas essentielle lorsque m > n. 


Démonstration de l'assertion a). Soit dim À = 
— n; choisissons un recouvrement w de l’espace À de sorte qu'au- 
cune w-application de X sur un polyèdre de dimension << n n'existe. 

En remplaçant éventuellement w par un recouvrement plus fin, 
nous pouvons supposer que sa multiplicité est égale à r + 1. 
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En vertu du théorème des applications canoniques, on peut trou- 
ver un sous-complexe N° du nerf NW, et une application canonique f 


de l'espace X sur le polyèdre N’ qui recouvre essentiellement chaque 
simplexe principal du complexe W'. D’après le choix du recouvre- 
ment &, il y a un simplexe 7% = |e,...e, | de dimension # parmi 
eux. Posons È = f-1T"; l’application f: E — T* est alors essen- 
tielle. 

Désignons par e»+1, . .., e, les sommets du complexe N° qui 
ne sont pas des sommets du simplexe 7°. Construisons une applica- 
tion simpliciale g du complexe W” sur le simplexe T”" en posant 

£ (€o) = Em + + + BE (En) — Ens E (entr) = eee = L (Es) = 0. 


Sur le simplexe 7, et ses faces, l'application g est identique, et elle 
applique tous les autres simplexes du complexe NW” sur telle ou telle 
face (éventuellement propre) du simplexe 7. Il en résulte que l’ima- 
ge du polyèdre Ÿ’ par l'application g est le simplexe fermé Ta. 
En prenant la composition des applications g et f, on obtient l'ap- 
plication continue D : 
h = X—T 
qui applique dans S tous les points x € X pour lesquels fx € N'X TS, 
i.e. tout l'ensemble f-! (ŸW’ X T') et donc (puisque S & Ÿ’ X T°) 
également l’ensemble f-1S & f-? (W'’ X T'). Ainsi 
JS & f,*S. 

Démontrons que l'application ÿ, est une application essentielle de 
l’espace X sur 7". Dans le cas contraire, il existerait une applica- 
tion œ: X — S qui coïnciderait avec f, dans tous les points de l’en- 
semble f;'S et donc, à plus forte raison, dans ceux de l’ensemble /-"S. 
Envisageons l'application p: E —+ S ; elle coïncide avec f sur fS, 
contredisant l’essentialité de l'application f: E —+ T". L'asser- 
tion a) est démontrée. 

Ci-dessous, Q@ et @ désignent respectivement la boule ouverte 
et fermée de À”. 


Lemme fondamental. Soit @ une application essentielle de l’es- 
pace X (de dimension arbitraire) sur une boule Q & R" de dimen- 
sion m. Soit Q, © Q une boule concentrique plus petite de dimension m. 
Il existe alors un & >> 0 tel que pour toute application f de l'espace X 
dans R", qui diffère de q pas moins que e&, toute la boule Q,est con- 
tenue dans fX. 


Supplément au lemme. Dans les hypothèses du lemme, la boule @ 
est recouverte essentiellement par l'application f. 
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Avant de démontrer ce lemme, déduisons-en l'assertion b) du 
théorème des applications essentielles. 

Pour n << m supposons donnée une application essentielle 
p:X —+ Q de l'espace X de dimension n sur la boule Q de dimension m. 
Choisissons le nombre & > 0 et la boule Q,< Q conformément au 
lemme. En vertu du premier théorème d’approximation, il existe 
une telle application f de l’espace X sur un polyèdre II & R°” de 
dimension nr que p (px, fr) << e, quel que soit x € X. Puisque le 
polyèdre Il = R”, étant de dimension nr << m, est partout non dense 
dans l’espace R°", il ne peut contenir la boule Q, de dimension m, 
ce qui contredit l'assertion Q, = fX & II de notre lemme. 

Ainsi, il suffit de démontrer le lemme. 

Soit O0 & R" une boule fermée de rayon r; désignons son centre 
par c. Soit Q, une boule concentrique de rayon r, << r. L'applica- 
tion essentielle ®: X —- Q est donnée. Prenons € de manière à avoir 
O<e<min{r,, r —r,s}. Supposons que, pour l'application 
f:X—+0Q,, on a p (fx, pr) < e, quel que soit x € À. 

Admettons que l'application f: f-"Q, —+ @ n'est pas essen- 
tielle. Il existe alors une application fi: f-"Q,—+ S, qui coïncide 
avec f sur f-!S,. L'application f,, qui coïncide avec f; sur f-'Q, et 
avec f sur f-! (Q X Qc), est continue. Projetons maintenant, à par- 
tir de c, l’ensemble Q X Q, sur la sphère S, et désignons cette pro- 
jection par x. Il est clair que l'application 

Pi =: X —S 
est alors continue. 

Si rEp''S, alors p (pr, fr) <eLr—r,. Donc p(S,fr) Le 
et fr EQ XX Qs Par conséquent  p (px, mx) = p (ox, fix) = 
= p (oz, fx) < p (px, fx) + p (fx, nfx) < 2e < 2r, ï.e. px et pr 
ne peuvent être des points diamétralement opposés de la sphère S, 
et l’on démontre donc facilement que les applications 

p: PSS et p:p'S—+>S 


sont homotopes. Mais alors le lemme du champignon (lemme de 
Borsuk) implique que l'application q,:X — S = Q est essen- 
tielle, ce qui est faux. La contradiction obtenue démontre le lemme 
ainsi que son supplément. 
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— de réciprocité 247 

— de Rouchet 167 

— des sacs 279 
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Treillis 45 
— de rang nr modulo m 47 
Triangulation d'un tore 99 


Variété cantorienne 253 
— — spéciale Vr? 254 


(7, R)-base 40 

A-base 40 

A.-cycle 114, 122 

A-frontière 27 

4-groupe de dimension r 24, 121, 307, 
326 

A.-groupe de dimension r 114 

e-chaîne 114 

e-collage 262 

e-complexe 113 


e-cycle 114 
— (mod D) 114 
—, €&’-frontière 114 
—, &’-homologue à zéro 114 
e-cycles e’-homotopiques 114 
e-déplacement canonique 210 
e-modification d'un compact 246 
— d’un complexe 240 
(æ, e)-réalisation canonique d’un nerf 
209 
(®O, Wj)-application 132 
(®, F)-approximation 133 
(®, Wj)-déformation d'une application 
132 
V-cycle 25, 307 
V-degré d'une application simplicia- 
le 85 
V-frontière 27 
V-groupe de dimension r 25,7326 
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